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VECTEURS

OBJECTIFS

m Définirl les notions de scalaire et de vecteur.

® Décrire les principales opérations réalisées sur les vecteurs,
les coordonnées cartésiennes d’un vecteur et la notion
de  vecteur-position.

~Définir le produit scalaire et le produit vectoriel de deux
vecteurs.

—
En mécanique, les vecteurs sont utilisés pour représenter les forces (FJ AM)J les
ey ) Y S L, . bl e .
moments (ﬁ, Mo(ﬁ)1 les vitesses (V, VAW),‘ les accélérations (a, ay0)y les contraintes
(6, 7)| etc

| - Scalaires

Les scalaires sont des nombres positifs, négatifs ou nuls, utilisés pour représenter des
quantités diverses : temps, température, masse, énergie, volume, etc.

Par exemple, les nombres 20, 18, 50 sont les scalaires des grandeurs suivantes : hau-
teur de 20 m, volume de 18 m?| force de 50 N.

Il - Definitions

Un vecteur est une grandeur définie par une direction, un sens et une intensité.

a) La direction est la droite qui porte le vecteur.
Elle est définie par I'angle 8 mesuré entre un axe
de référence et le support.

b) Le sens représente |'orientation origine-extré-
mité du vecteur et est symbolisé par une fléche.
c) L’intensité, norme ou module, représente la

valeur de la grandeur mesurée par le vecteur. v pui_m d‘appii_catian nu_nm
Graphiquement, elle correspond & la longueur de o direction ou_support

extrémité

axe de
référence

celui-ci. Notation : V] | V1 ou | ffll] Fig. 1



NOTIONS GEMERALES

d) Le point d’application est le
point qui sert d'origine & un repré-
sentant (ou image) du vecteur. 2]

—-

Remarque 3 définir un vecteur, e axe de référence
c'est connditre les quatre para -

metres précédents. Fig. 2

Vecteur glissant ou glisseur : vecteur| dont le point d'application peut étre quel
conque sur un support oul une ligne d'action imposée,
Vecteur lié ou pointeur : vecteur ayant un point d application.

Il - Opérations sur les vecteurs
1. Addition

Des vecteurs de méme nature peuvent étre additionnés pour former un froisiémel vec-
teur appelé vecteur-somme.

Exemple : déerminons la somme R’des| deux vecteurs Al et B’proposés|

triangle de éannslréctinn

Fig. 3

Remarque : I'addition peut étre réaisée a partir d'un triangle de construction (condi-
tions: Aetl B du triangle doivent étre paralléles et de mémes longueurs que les vecteurs
AaBd origine) ou par un paralélogramme Qabrl (Od /f br et Obl // ar), encore appelé
regle du parallélogramme.

Cas de vecteurs paralleles

A Bl A (4+3=7)
e : = >
(3) @ e e >
A Bl

Fig. 4




1. Vecteurs

2. Soustraction

La différence entre les vecteurs A ef B'se raméne & une addition en gjoutant le vecteur
opposé (-B’)]

A-B-A+¢B)-F

triangle de construction parallélogramme

3. Commutativité

L’ opération d'addition entre vecteurs est commutative.
— | = | = =
Autrement dit: A4 B B+ A<R|

)

Fig. 6

Remarque : cette propriété est illustrée par la régle du paraléogramme.

4. Associativite

L' opération d'addition entre plusieurs vecteurs ;‘? l ‘B_’J c'est associative.

. —_ | = R A
Autrement dit: A + B'ou B + C peuvent étre remplacées par leur vecteur somme dans
I’addition globale.

, E’+§"+E’=(A YBRCcA+B+C)=R

Fig. 7
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5. Multiplication d’'un vecteur par un scalaire

Les sommes (‘T+ E)‘ et (B")JJ Bl+ E’ﬂ s’écrivent simplement sous la forme 24 ef 3§’,
produit des scalaires 2 et 3 par les vecteurs Ael B
De la méme facon, on peut écrire —3F , — Zlf‘ 7/

= Si A a pour intensité 100 ﬁ: les
@/ intensités de 0,54 de 2,54 ef| de
Brosart = / ~2Al seront respectivement de
i o 50 N, 250 N et 200 N.
Y
Fig. 8

IV - Coordonnees cartesiennes d’un vecteur

1. Vecteurs unitaires z
= =
Les wvecteurs i, j eﬂ kK sont des vecteurs
unitaires d'intensité égale a 1. :
i, Tet k| sont les vecteurs de base du
repere orthonormée (0, X, y, z)/ //g 7 s Y
= il = =
Remarque : les vecteurs unitaires des X !
axes X, Yy, z sont parfois notés ?] E’I et z, 0.0
2. Coordonnées dans le plan
Dans le plan, le vecteur V)a| pour
coordonnées V| et V| rrIY %< Veos @
--------- i V,4 Vsin @
V-7.+7, e
V=V,.T+V,.7 S 6
Tb-; ___l =|
Twr
Direction : tan 0=

x<|‘c<

Intensiteé : g7“=V= Ve

x v

Exemple

7 - - . = 7 o
Déterminons le module et la direction du vecteur F ayand pour coordonnées cartésiennes
4 suivant x et 3 suivant y.



F=4?+3}
bpd. g B s
hd

Flaun angle B = 36,879 par rapport a (0, X)
intensité ou norme :

[

Remarques
F.= Fcos 8=5 cos 36,87 = 4
F/=Fsn@=5sn 36,87 =3

3. Coordonnees dans I'espace

1. Vecteurs

YA

)
W % |
ll.._l |
‘k - e- — — _:...._.
i i . ' .
apsssy v
! F=4 i
Fig. 11

v

[ N N

Autre expression :
F,=F. cos 8|
F,sF. cosé,|
F,=F . cos@)

Avec :

cos?0, + cos?0 , + cos’, =1

Si uj, est le vecteur unitaire de la direction de F(ll up || = 1)

= S
y-J tcosB, . k
-

U-=cosf,.1 +cos 8

F=Fi;=Fcosf, i +Fcos6, [+Fcos®, K

Exemplel : Déterminons le vecteur unitaire de la direcd

tion du vecteur F = 37 + 4?4455? ,
F=v3+4°+5 =7,071
cosﬂxj:i(ﬁp,424 d'ou 8] = 64,99

e : il ofl 0 =
COSBV_?,O?I 0,566 d'ou 6, = 55,59

cos 8] =91 = 0,707 doi 6] = 45"

Vérification : cos? 6] + cos? 8 , + cos? 6 = 0,424% + 0,566% + 0,707 = 1
Le vecteur unitaire S écrit : up| = 0,424 . 7+ 055 .7 40707 . k
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4. Addition de vectemsbor donnéescart ési ennes

Soit n vecteurs F;, I?;,.‘.,ﬁ, de coordonnées ?‘) =F x. P4 Fy .})+ Fiz k

§=I__-‘:‘+I?2+..‘ +f’:=§?}=l‘;ﬁx.? +§iﬁy' "}) +§Ez.!?

§=SJ 1?+Sy}?+SxI?‘ avec S, =Y Fx; S,=XFyv: S,=XF4
La somme S ded n vecteurs F;?;J .., F, est obtenue en gjoutant les coordonnées car-
téesiennes de méme axe entre elles.

z g - e e = '
Exemple : déterminons la somme des trois vecteurs Flj E etl Es proposes]

By=3
= Fx=4 S
F’{Fzy=l} (?324'”) %

Bl ot e = ]
=6 S,=6; S=V6+6" =85

C.

tan 9=%=g=1‘ et g=45°]

5. Formules utiles pour les additions de vecteur

n

AL B

sina ~ sinb sinc

C=\VA*+B?-2AB . cosc

B=yVC?+A’-2CA .cosb

. A.=\/BZ+C2—ZBC.cosa

“Fig. 15

V - Vecteurs positions

Les vecteurs positions sont utilisés pour repérer la position d’'un point ou pour repré-
senter un segment ou une distance.

10




L. Vecteurs

1. Position d’un point A dans I'espace

Xa=0Ax
ﬁ’meAy
tZA=OAz

GA- X, {4V, Ret i

Remarque : dans un plan (X, y),
= = —— e d
k=0donne OA=X,.17+ Ya.J|

(
XA ‘B
qu’{yg} @{’{;}

AB =A0+OB = OB -OA
\A_B’x(xa_xﬂ}?-mg— )7 +Z-2Z)K

e T

\

o P .
(Xp—Xa) -‘/ (Ya—Ya)i (Zg—24) k
X

AB |- /(%s- X + (%~ YN +(z-2]

Fig. 17
Exemple A
0 g ‘ % i N iy
oA { 0} OBl 10‘ ‘ unité : métre l ,f < o rw‘r
1‘0 7 ‘ g // // | E
s Al M S UL SR B |
AB =(6-0) 1 +(10-0) ] +(7-10)K iy Gl
s6i+10T -3k LN i A
= ! ; d
|aB | = V6 107+ 3 = 12,04 metres e !
X
Fig. 18

VI - Produit scalaire de deux vecteurs

1. Définiion
Le produit scalaire du vecteur A par le vecteur E’J noté EJ B, et égal au produit des

modules des deux vecteurs multiplié par le cosinus de I'angle (@) entre leurs directions
respectives.



AUTIVING bENERALES

B'=A.B.cos0=|A.|B) . cos0- B . A

]

e?/
e

A.B=A._.B +A, B +A, B,

Fig. 19
Remarques : le produit des deux vecteurs est un

nombre ou un scalaire et pas un autre vecteur.
i oy
si Aetl B'sontl perpendiculaires (6 = 90”) alors Al B = A.B cos 90" = 0.

riétes

0o
O
—
o

=)

i 7.741: K. k=1:7.7=0; 7. K=0]FK.7=0

Exemple : déterminons le produit scalaire des vecteurs A’efl B proposés)

A=47+47
Bl rniai YA
A.B=@4x7 -(@4x3) =16

Remarques
A=V4+ 4% =564

B=yV3Z+T =762
0 =451+232%=682°

Al Bl = 5.66x 7,62x cos 6829 = 16

—

8

VII - Produit vectoriel de deux vecteurs

1, Definition
Le produit vectoriel du vecteur Al par le vecteur _B", noté ,TAE'] est un vecteur C| per-
pendiculaire au plan m Ej et tel que :

- AAB'=C=A.Bsnow avec |[Cll=A. Bsin et @4 1

12



1 Veteurs

N

l

£33
1
-
>
=i
&)

S

=y
4

oy

régle des trois doigts de la main droite

Fig. 21

Propriétés : C (ou uig) est a la fois perpendiculaire & A’etl B]

m E’,] ?1 pris dans cet ordre forment un “triedre” direct (analogie avec les axes X, y, z)
ou obéissent a la regle des trois doigts de la main droite (ou reglg du *“tire-bouchon”).
Le produit vectoriel n'est pas commutatif ; A_’,\l §=| —'B‘)A Z’I

EA(F-F €)=E’A§)+§:\E’|

k(ﬂ"/\l Eﬂ =k AN B = AN kBl (k étant un scalaire).

—_

Remarque : si Alet B sont paralléles alors AA B = 0

2. Calcul en coordonnées cartésiennes

SIAZSA T+A TrA. R
et B = Bx.?etBy.?+ BZ.E)‘ alors:

AAB=(A,.B,-A,.B)i+(A,.B -A _B)j+(A, B-A.B)k

13 .
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ArB=C {Cy=

Principe de détermination a partir des produits en croix

Cx=AyBz-Az By 5

Az Bx — Ax Bz =

Cz = Ax By— Ay Bx =

W=~ w1 >~

Exemple
ala\ pld A-41+2]
Q[ 0; B=3il+5]

\%3I 2x0-5x0 =0
Bk -‘gg‘ _(4x0-3x0)=0

‘ga‘ 4x5-3x2=14
AAB =14k

3. Produits vectoriels des vecteurs de base

Ax  Bx :
Ay \_By IR @X@
Az X Bz | _
L Ax Bx| '_,Ax i Bx
:AyXBy L%AV'BV_
iAz” \Bz ks b
A B = Astorrminant
L AX @ p AR
Az . Bz
1
4 AAB
ir
- j -
sz T
e i
Fig. 22
o
i,jetk

inj=k JAK=T7 Kai=J
Ini=<k | knj--t0l-8sk~ i
S eSS iy —3
ini=0 inj=0 kak=0 X

Fig. 23




FORCES ET l
VECTEURS-FORCES

OBJECTIFS

m Définir la notion de force et de vecteurs-forces.
mDécrirel les composantes et les coordonnées cartésiennes
d’'une force.

I - Notion de force et de vecteur-force

En mécanique, les forces sont utilisées pour modéliser ou schématiser des charges
concentrées et des résultantes d’actions mécaniques tres diverses (poids, attraction
magnétique, etc.).

Les forces sont représentées par des vecteurs-forces ayant les propriétés générales des
vecteurs (voir chapitre précédent) : opérations, coordonnées, produit scalaire, produit
vectoriel.

Un vecteur-force est déf}mpar l___me-intens_ité ou un module {en newton N ou unité déri-
vée daN, kN, etc.), une_direction, un sens et un _point d'application (ou_un point du

Remarque : les forces sont aussi appelées glisseurs (voir chapitre torseurs).

Exemple 1

axeliéat

15
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L'action de contact exercée par le cable (2) sur ld support (1) est schématisée par le vec-
teur-force Am.‘ de point d’application A, de direction cellel du! cable, | d'intensitd
1 000 daN, de sens A vers | (le cable tire sur le support).

Exemple 2

T
schématisation 15N

ballon 1 verticale x’“ P, (5N)
Fig. 2

Au moment du tir, I'action de contact exercée par le pied du foothalleur (2) sur le bal-
7 .7 ook - - - - - 7

lon (1) est schématisee par le vecteur-force T,,, point d'application T] incliné de 40" par

rapport a la verticale (y), d'intensité 15 N, de sens T1 vers Kl (vers lintérieur du ballon).

E |

Le poids du ballon est schématisé par le vecteur-poids Ff(résdtante des actions de
pesanteur sur le ballon), vertical (axe y), intensitt 5 N, sens du haut vers le bas et de point

d'application G, le centre de gravité du ballon.

|I - Composantes d' une force

Une force T—“F’agissanﬂ en un point A peut toujours étre remplacée par deux autres forces ou
composantes (U ed V)| agissant au méme point et Vvérifiant la condition F 4 U4V
Clest le cas inverse de la résultantel et il existe une infinité de solutions possibles en fonction

des directions choisies au départ.

P
—
ig. 3
Remarque : lorsque Uet V'sond ortho- v =
gonales ou perpendiculaires, les compo- U
santes sont dites orthogonales.
Par exemple, dans le cas de la figure 4 | e

PO
U] et V;‘ sont des composantes orthogo-
nales particuliéres suivant les directions x

et y|

=¥




Z. Forces et vecteurs-torces

Il - Coordonneées cartésiennes d' une force

On peut considérer les coordonnées cartésiennes F) et F] comme étant des composantes
orthogonales particuliéres de |a force F’ dans les directions x et y.

Yy A
*"‘-\.
L L /1 F,=Fcos 8
R I 2 — Fei
H ¢z P F,= Fsin @
F
e 2} £ tanezT_.x
X
F 7 > !sz}««Fj
0 o 1Fll= VEE + 2
i X I
E:FK.T v

rigy 3

Exemple : reprenons I’exemple 1 du paragraphe 1 et déterminons les coordonnées carté
semnes de la force A, .

A=Ay, c0s30° =1000 x0,866 = 866daN
A-y =_A2/1 sin 301 =-1000 x 0,5 = -500dal\]]

Agy =866 15007

o A, 500 -
tan 30 _A:_ﬁ =0.577

=¥

4

= : %
| Az ] =V 866° + 50@ =1000 _— e

Remarque : dans |’ espace, la force F possedera trois coordonnées f:] F:J F: dans les
directions (x, y, z). Méme principe que les vecteurs dans le cas générai, voir chapitre précé-
dent.

EXERCICES A RESOUDRE

B} Ecrire les coordonnées cartésiennes F, et F| des forces F indiquées‘ en fonction
du module Fl et des angles aet | Fl = 1 000 N dans les quatre cas.

il

£

@=80°; B = 357
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ﬂ L’échelle utilisée pour représenter
les forces est 1 mm nour 20 N,
Déterminer les modules des forces F]

2] FQJ proposées. Ecrire ces modules en
N, daN et kN.

YA

sl 48

=Y

Fig. 8

L’échelle utilisée pour représenter
les forces indiquées est 1 mm pour 40
daN. Compte tenu de cette échelle, le

tracé des forces Uj R:] S el R estl
correct ?
YA
Ummew e v
12608 || -
4 = A
5 \Rf PR
/i \394N 16N E
+H =
' G IE1(] mm X

L Fig. 9

I

& L’action exercée par la route 0 sur
Ia roue_m motrice 1 est schématisée par la
force Fy,,. Si leffort) normal Ny, sui-
vant+ pou-leur 400 daN, détermi-
- b

ner Fy,| et Ty, (suivant F) sachant que
—_—  — o

Fop = Nojy + Ty

Fig. 11

Q a) Déterminer les coordonnées T,
et T,/ de la tension T, de la barre (1).
b) Déterminer T et T,)si T, =100 daN.
c) Déterminer T si (T, + Ty + T, = 0).
Ré

{ o

Ty = T,) = 1414 daNj
T, = 200 daNi T, = 173.2 daN;
T = - 314,6 daNJ

Fig. 10

O Sachant que la composante T, de

la tension T du cable en A est de
90 daN| déterminer T et T.

T) = 30 daN;T=94,87daN|

plate forme

Fig. 12

| _a) Determiner lesl coordonnées car
tésiennes de F par rapport aux axes
(x,y) et (x",y).

b) Déterminer les composantes de F
suivant les directions x’ et .

Réponse

a) Fd= 153, Fy = 129 ; FX’ = 684| ; Fy’ = 188
b) Fx' = 177 avec Fy = 217




MOMENTS
ET COUPLES

OBJECTIFS

m Définir le moment d’ une force par rapporta un point et énon-
cer le théoréeme de Varignon.
m Dével opper lal notion de vecteur-moment et de moment d’une

force par rapport a un axe.
m  Décrire e définir les notions de couple e de vecteur-couple.

Les effets d'une force sur un solide dépendent de la position de la force par rapport au
corps.

Pour la navette spatiale ci-dessous, au repos dans I’espace lointain, la poussée des
moteurs Schema‘[tseei par la force Fl engendre le mouvement de [I'appareil.

Si la force FI passe par le centre de gravitt G de la navette, le vaisseau est animé d’un
mouvement de translation rectiligne uniformément accéléré de méme direction que
(fig. I-a).

Si la force F né passe pas par G, le vaisseau est & la fois animé d’'un mouvement de trans-
lation et d’un mouvement de rotation. Ces mouvements sont fonction de I'inclinaison

des moteurs ou de la distance d (fig. I-b).

sens du mouvement
translation
aoal e
rotation Q‘Q/
Fig. 1

Pour traduire avec précision les effets d’une force, compte tenu de sa position, il est
nécessaire de faire intervenir la notion de moments.

19
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I - Moment scalaire d'une force par rapport a un point
1.Définition

Le moment de la force F'par| rapport au point A, noté
M,(F}| est égal au produit de F par le bras de levier d :

Mﬁ(ﬁ - Fd | (d = diganceentre A et F)

a) Convention del signe \
S F fait tourner |le solide autour de A dans le senstrigo-
nométrique, le moment est dit positif (C'est le cas de la

Fig. 2
figure 2). 5

S Fest inversée, le moment devient négetif (C'est le cas
de la navette autour du point G).

b) E)xemple_’l . Déerminons | E’H de facon que
MA@ + M(F,) = 0o (fig. 9

MA{fL =F,.d] =240x 0,1 = 24 Nm,

Mﬂ{@ = —FZ_J_QE] = - 0,12F,]

M,F,) + M,(F)=-0,12F} +24=0

et FJ =200 N. Fig 3

Remarque : 9 B ext le point d'application de Fl et S la
longueur AB est connue, M (F) peut étre calculé par :

G

|
. M) =FIAB .sng

enremarquant que : AB .sina = d  (fig) 4

c) Exemple 2
Déerminons le couple de sarrage exercé par une clé

plate sur un écrou en fonction de I'inclinaison de I'effort  Fig- 4
o p . ,
(B;,,) exerce par lamain de I’ operateur.

Le couple de serrage est égal au moment
en A del’action B, :
M, =M,B,.) = B;,4.AB .sna.

a) S AB est perpendiculaire & B, , | s pR, fxbel: 0 1 .j
(a= 90°9:M, = B;,|AB .snq’

~100x 0,2 x 1= 20 Nm| "m, o
bS a= 60" : s a=gu’2I1UdaN
M, = 100 x 0,2 x sn60"=17,3Nm i i

c) Sila = 45" .
M, = 100x 0,2 x Sn45" =14,1 Nm. “—~Mi 4
Remarque : pluslaman es inclinég, plus
le couple de serrage diminue. Les clés

dynamométriques permettent de réaliser
des couples de serrage précis indépendam-

ment de I’inclinaison de bras. Fig. 5
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3. Moments et couples

2. Théor éne de Varignon|

Fig. 6

Le moment de la force F au point A est égal a la somme des moments de ses compo-
e i .
santes U'efl V par{ rapport au méme point.

M,(F) = M,(0) + M,(V)

Pour le cas de la figure 6 : MAFﬂ =Fd=-Ud|+ Vd|

Exemple : déterminons MA(_T?)‘ de la force ﬂ*

z . y‘ FZ...___ F
proposée figure 7. 160 £ 11000 N
F,= A cos60” =1000x 0,5 =500 N, L= Ao :
F/= F sin 60" = 1 000 x 0,866 = 866 N, ‘ !

= =, | 602
M,(F) = M,(F)) + M,(F)) JAE
= - 500 x 0,1 + 866 x 0,16 ‘ /

=886Nm=F.d.

Remarque : le calcul a partir des compo-
santes est ici plus smple que [I'application
directe a partir de F.d (détermination de d
plus difficile).

Fig. 7

Il - Vecteur-moment

En statique ou en dynamique dans I’espace, la notion de moment scalaire ou algébrique
du paragraphe | ne suffit plus. Le moment d'une force doit étre décrit sous forme vec-
torielle (vecteur-moment) et défini a partir d'un produit vectoriel.

1. Definition

i * N : . o = _— —
Soit un, p01nt| B| quelconque, ipparte,ﬁa'\nF a la direction de la M,(F)=ABAF
force F. Le moment en A de F estl défini par le vecteur ;
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— Y -
M, (F) est un| vecteir’ a la fois perpen-

diculaire & Fl et a AB.

—
Remarque : m Fef M,(F) suivent la
regle des trois doigts (fig. 9)

Le produit vectoriel n’est pas commu- J
tatif :
e = main droite|
ABAF=- FAAB 1 A rotation
Fig. 8
direction .| au plan
Ma(F) '
HaF &= %
plan = contenant

Fig. 9

2. Vecteur-moment en coordonnées cartésiennes
Posons AB=l P=r  T4r, THr k

etF=F_ .7 +F,.j+ FZ.EI

a partir du produit vectoriel défini au chapitre « Vecteurs  :

M} = (r,F, - r,F) T+ (r,F, - r,F) '+ (r.,F, - r,F) k

Exemple : déterminons le moment
= -

en A de la force F agissant sur la

poutre encastrée de la figure 10.

AB4057403 ]
F=Fsin 30 7 F cos 30?‘
=5007-866]]

Fx

i 0,5 500 0 3
ABAF=|-03 || -866 |= 0

0 o/ \-283 A

MA(F)=—283E Fy Y M1000N

0,5m

0,3m

M,(F) = - 283 Nm. Fig. 10

Remarque

ABAFH0574037)A (500748667) ) .
= 0,5/ T'A 500 i~ 0,3 A 500 i- 0,57A 866 7+ 0,3 J'A 866 j
=0+0,3x500k-05%x866k+0=-283FK




3. Moments et couples

Il - Mornent d' une force par rapport a un axe

Définition : le moment de la force ?’par{
rapport a un axe Ul est égal au produit sca-

laire de ul par le vecteur moment ﬁm dans
lequed A est un point quelconque apparte-

nant au support de u.

M,F) = u . M,(F)

Rellarquq
M (F) est la projection de MA(Fi sur u.
ul est un vecteur unitaire de la direction (u).

Fig. 11

Exemple : déerminons le moment de la force }?par rapport a I'axe u de I'arbre.

Données :

Fwk cPeFo i PoFock ooy
F'= 2000 7'+ 4 000~ 1000 k (N)
OA < 50 K (mm)

_ T ey 2000
MJF)=0AAF=| 0|a| 4000
50/ |-1000
M/F)=-0A.F,.i+OAF..}
M,(F) =i . M|(F) = 7. MF)

=7l (-0AF,. T4 O0AF,.7)
Mu(?)|= -OA. F,= - 200 Nm
en remarquant que Ul est paralde a i

Fig. 12

Mu(?i correspond au couple engendré sur I'arbre par I'action ?Seule la composante F|
est a I'origine de ce couple, F, et F] n’intervenant pas.

IV - Notion de couple et de vecteur-couple
1. Definition

Le moment engendré par deux forces égales et opposées
ayant des lignes d'action différentes (non colinéaires)
constitue un couple (M)]

L’intensité F.d du couple est indépendante du point O choi-
s ou de la valeur de a. Elle ne dépend que de la distance dl
entre les deux forces et de I'intensité F|

M = M(F} + M-F) = Fla+d)-Fd=F . d
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2. Vecteur-couple|

Soit A et Bl deux points quelconques
des supports de F) et F).

M=ABAF

M est perpendiculaire au plan formé
par Fet -

li(}zmarques
||1\ﬂ)=AB.F.sin9ﬁF.d

M- MyF) 5 M) | _
=O0OBAF + OA A F) |

={§—6£)AF= EA? Fig. 14
3. Signes
2i
z couples
positifs
N
les
main daitel )H :z::llfs

Fig. 15
Un couple positif améne une rotation dans le sens trigonométrique.

4. Proprietes

Fig. 16

La valeur d’un couple ne change pas si on déplace F et -F dand des plans pﬁralléiesl
(fig. 16-a et 16-h).

La valeur d’un couple ne change pas si on tourne en bloc F et —F distantes de d dans
des plans paralléles (fig] 14-d et 14-d). .

La valeur d’un couple reste la méme si on déplace F ed —I?Iel long de leur support
(fig. 16:b et 16-0).

La valeur d’un couple reste identique si on modifie dans des proportions inverses les
valeurs de F et d : Ml = F,d|| = F,d/ (fig. 17).



3. Moments et couples

10N
E--©-@
10N

Fig. 17

M=50Nm=50x1=25x2=10x5

5. Exemple

Une clé a bougiel se compose d'un corps et d'une tige de manceuvre coulissante et
réglable. Fl et —F schématisent! les actions exercées par les mains de I'opérateur]

S F = 100 N, déterminons le couple de desserrage (M) exercé par la clé sur I'écrou en
E, pour les positions indiquées.

AL _OlE  Position2 B B
_-|: "_-
F¥i00 300 F

400

Fig. 18

a) Sous forme algébrique ou scalaire

Pour les quatre{ posmons

M = MF) + MyF) = MyF] + M,-F]
=FxOB+FxOA=FAB=04F =40 Nm

Pour la position1: M = 0,2 Fl+ 0,2 F= 0,4 Fl

Pour la position2: M = 0,3 A+ 0,1 =04 F.

Pour la position 3: M = 0,15 Fl+ 0,25 F= 0,4 F.

Pour la position 4: M =0+ 0,4 Fl= 04 F.

b] Sous forme vectorielle
M= MF(Fj+ME(—Ii)1—EBAF+EAA(—fi
—_

— (EO + OB) AF + (EO + OA)  (-F)
—EOAF+OBAF+EO_(TI-T5_-LOAM—F)‘
_OBAFAOAA—FY OB -O0A) AF|
el AB Ii’}F ]

SAB FE ko408 N

25
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V - Moment resultant de plusieurs forces

Le moment résultant (M) en un point A den forcesF. F, . . . , F, est égd ald somme
des moments en A de chacune des forces.
‘ M, = M) + My + ... + MjF)

S lesforces mpa‘tiénnerﬁ toutes a un méme plan (sont coplanaires), le moment peut

étre écrit sous forme agébrique : . .
M, = M,(F,) + MA(IEJ + ...+ MA(F,J

Exemple : bdance romane

| ma
w

|

5 daN

a= 700 mm

Fig. 19

Une balance romaine se compose d’un balancier 2 articulé en O (pivot) sur un crochet 1
lié & un support fixe et d'une masse d équilibrage mobile 3 (a variable) de poids
=5 daN. Lamasse a peser, poids P, est suspendue en B par I'intermédiaire d'un cro-
chet 4. S a = 70 cm, déerminons la vaeur de P.

Reésol ution 1 lorsquil y a équilibrage des deux masses, lel moment resultant en O des

poids }?eﬁ est] nd.
M, = MyP) + Myg) = Px0,1-qx0,7 =0{
douP=7qg=7x5= 35daN|



3. Moments et couples

EXERCICES A RESOUDRE

O La force Fe schérnatisel Faction exer-
cée par la chaussure sur le ballon au
moment du tir.

a) lé moment en G de la
force F.

b) Quel est ld mouvement pris par ld
ballon ?

Wéponse
M(E)=- 3 1 YUY #irotation (“tir] brossé’).

Fig.20

O La force F schématise l'action de
serrage  exercée par I'opérateur.
Calculer le moment en Bl (“cmﬁgle'] de
serrage sur I'écrou) de la force F.

i 250 mm

Fig.21

La force R schematise la résultante
des forces de pression dues au vent.
Calculer ld moment en A de ﬁf A étant
la zone fragile du panneau indicateur.

Réponse

M,(R| =- 180 Nen ; M,(R} < - 180 & (Nm)]

Lal zone fragile de la vis est située
en A, au début de la partie encastrée.
Calculer le moment en A de la force Fl
agissant sur I'anneau.

M,(F} = - 9 Nm ; M,{F} = - 9 £ (Nm).

Déterminer le moment en 0 de la
force F| agissant sur le point B de la
potence.

Fig. 24

a Calculer le moment en 0 de la
force Fl agissant au point B.

M,(F) 4 3 400 Nm ; M,F) = 3400 &'(Nm))
yi ‘ 3m

3 J

im

-
.
ey
-9
=

-

A=

6 m
Fig. 25 45° >

O a) Calculer Id moment en B de la
force F de 2 kN appliquée| au point A.

'b) Méme question en C et en D]
Réponse

M, =-832 Nm; My =0 M. = 332,8 Nm.
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B a) Calculer| e moment en C del la

f_?rce T et le moment en ¢ de laforce

5

b) Déduire le moment résultant en C
des deux forces.

Vg o ey R i et
T =5 --...> /E
! i - E
T 5 o
[ - | / ¥
o : /
Tl S
N 728,24 daN A
. ~ X
Fig. 27

L 3 Déerminer le moment résultani
en 0 (My) exercé par le couple de forces;
Fet -Fl
b) Caculer le moment en A, B et C.
c) Quelle dait étre la valeur| de T1 pour que
le couple T et (-T) puisse équilibrer le:
couple précédent ?

Rép

M, = M, = M, = M.=- 500 Nm ; T = 400 N}

Fig. 28

Le rayon R d enroulement de l%l
courroie sur lapoulie et de 100 mm,

et T schématisent |es efforts de tension.
Cdculer le moment résultant en A des
forces, en déduire le couple digponible
sur I arbre de transmission.

Réy
M, =~ 8 Nm = couple disponible
' R=100 mm|
l.luu}ic albig prn ey »
oan T

courroie

Fig. 30

L Lesforces Fefl T appliquées en I
et J] schématisent les actions exercées

par d autres roues dentées.9 Caculer |

le moment en O de la force F. b) Al par-
tir de quellel valeur la force T equilibre-
t-elle le couple moteur engendre par ?"‘

F- 15000N

L Le couple transmis par I'arbre
moteur au foret aléseur est C = 40 Nm.
En déduire les efforts de coupe F exer-
cés sur lestrois lévres du foret.

OA=0B=0C=20mm |

Fig. 29

O Le couple moteur C transmis par
I arbre moteur est de 200 Nm.

En déduire les efforts F exercés aur le

croisllon du cardan.




NOTION
DE RESULTANTE

OBJECTIFS

B Dé&inir la notion de réultate e indiquer son réle fondamentd.

® Donner |les méthodes permettant de déterminer larésultante
d'un systéme de plusieurs forces connues.

B Donner |e principe de réduction d’ un ensemble de forces aun
systeme [force + couple).

Les résultantes ont un rple fondamental en mécanique et sont indispensables aux réso-
lutions graphiques. Elles ne sont ni des forces de contact, ni des forces a distance (poids),
mais des forces calculées a partir d'autres, connues.

| - Definitions et proprietes

1. Définitions

On appelle résultante d'un systéme de forces F;,_ "F_'; 2y F_': la force R telle que :

a) R est égale a-l_a) -sogr’ne _u’ecton'elle des n forces considérées.
R=F, +F,+..+F, (1)

b) Le moment résultant en n'importe quel point I des n forces est égal au moment en
I de la résultante R. :

M,(R) = M/(F)) + M,(F)) + ... + M,(E)) @)

Remargues
. Tous les systemes de forces ne sont pas réductibles a une résultante unique.

Cependant, tout systtme de forces peut-étre réduit & un ensemble (force + couple) (voir

paragraphe V) .
« Dans [I'espace, I'équation (2) est remplacée par une équation vectorielle.
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2. Propriétes

La droite servant de support ou de ligne d’action a la résull
tion du point d’application sur cette droite est sans impo

La résultante est dite équivdente aux n forces considérées et peut les remplacer dans
n’'importe quel probleme sans en modifier les réaultats.

|| - Résultante de forces concourantes

1. Resultante de deux forces concourantes

L a résultante de deux forces concourantes passe par le point de concotirs. de celles-
ci. Son intensité et sa direction peuvent étre obtenues par I_a régle du paraliélo
me (fig. 1-a) ou par un triangle de congdruction (fig: 1-b).

z . . — — .
Exemple : dé&erminons la résultante des actions F, et F, indiquées fig. 1.

a) détermination par la régle du parallélogramme h) détermination par le triangle des forces

Fig. 1
Remarque 1 : g lesforcesF, et F, ont des points d application différents (fig. 2), il est
possible de lestrandater le long de leur ligne d’ action jusgu’ au point de concours [ puis
de les additionner suivant la regle du paradlélogramme ou du triangle.

-
.- OA\CY. A
AN <_
N
- ~
R S
/7
e
//
A\ cable 1
\ﬁ a
~

Fig. 2

= 30




4. Notion de résultante

Remarque 2 : R représente |'action conjuguée des deux cables et a meme effet phy-
sique que ceux-ci sur le support. Autrement dit, les deux cables (tension F et F,) pour-
raient étre remplacés par un cable unique tirant dans la direction (I, ﬁs

Remarque 3 R veérifie la relation (2) de la deflmtlon du paragraphe 1. S [ est le point
de concours des deux forces, alors M(f)) 0 et M(F. 2) =0 (Ies bras de levier sont nuls).
Il en résulte que M(R) 0. Comme R est différent de O Rne peut que passer par I.

2. Résultante de plusieurs forces concourantes au méme point

Soit un systeme den ferces Fl, fs; f; L E
résultante R des n forces passe au551 par [ et est égale a la somme vectorielle des n
forces R l'-'1 + Fz + F3 -+ F e '

Remarque : ce cas généralise celui du paragraphe précédent, graphiquement l'intensi-
té et la direction de _I?peuvent étre obtenues par un polygone des forces woir fig. 3).

Exemple : pour la vis proposée figure 3, déterminons la résultante ou I’ effet combiné
= oED e -

des quatre tensions de cébles T, T,, T et T,.

Iy solution  graphique “af

Fig. 3

— — —> — —> i .
Parlecdcul : R =T, + T, + T, + T, donne en projection sur les axes X ety :

Rx = Tlx + T2x + T3x + T4x
=0+ 40+ 60 cos45" +50 cos105" = 69,49 N

Rv = le + T2y * T3y + T4y
=40 + 0 = 60 sin 45" =50 sin 105" = = 50,72 N

|8| =R = /R R = /69,497 + 50,727 =86 N
tanf=2¢=-2%"2__ 073 ot 9= -36,1°
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11 - Resultante d’un systeme
de forces planes quelconques

La méthode décrite s utilise dans le cas des résolutions graphiques. La méthode du dyna-
mique et du funiculaire est également utilisable (voir chapitre “statique plang’) ains que
les méthodes calculées en utilisant la définition du paragraphe 1.

Principe : s les forces connues ne sont plus toutes concourantes au méme point, il est
nécessaire de déterminer graphiquement la ligne d'action de la résultante par approches
successives, en combinant les forces deux a deux.

, . , . - = = , .
Exemple : déterminons la résultante des actions F,, F, et F; exercees par trois remor-
gueurs pour mancauvrer un pétrolier (fig. 4-a).

a) b) c) / /

remorqueur . / /
¥ bateau \ Fr 400KN

&) <é*

C
F, 500 kN [F3 400 kN / 1 \ F; 400 KN

A R 600KN

</@>

ig. 4

=

, résultante de F, et F, passe par [ (fig. 4-c) ; R résultante de R et F, mais aussi de
= =
F,, F, et F, , passe par J, point de concours de R avec F) Le pétrolier se comporte
comme s un seul remorqueur poussait dans la direction DJ avec une poussée de 600 kN

(fig. 4-e).

IV - Resultante d’un systeme
de forces paralleles

Ce cas particulier peut se résoudre par calcul a partir de la définition du paragraphe 1
ou graphiquement (plusieurs méthodes possibles : dynamique + funiculaire, en se rame-
nant a des forces concourantes, etc.).



4, Notion de résultante

z . 7 > = Y
Exemple 1 : déterminons la résultante des forces F, et F, en se ramenant a des forces
concourantes.

A=F+F

Fig. 5
R, =F +FetR,=F,~F;R,+R,= F + F+ F,-F=F + F, = B, Bxésultante de

F{ et 1-72) est auss résultante de R, et R, e, de ce fait, passe obligatoirement par K, point
de concours de R, e R,.

—_
F et —F ont pour ligne d’action commune IJ (n'importe quelle autre droite peut convenir).

Exemple 2 : déterminons par le calcul la résultante de I-Tf, I-Tz) et F—;(fig. 6).

AR-F + e
En projection sur y paralléle aux forces :
R=F +F,+ F; =50+ 220 + 110 = 380 kN

S50kN FA220kN  Fi4 110kN

— — —

b) MR} = M(F)) + M(F) + M(F)
Rdy;=F,x9+ 0+ F;x2

380 dg=9x 110 + 2 x 220 = 1430
d; = 3,76 m D -

V - Réduction d'un systeme de forces
a un ensemble (force +couple)

Il nN'est pas toujours possible de rédui-
re un systeme de forces a une résul-
tante F)unique. En revanche, en un
point | quelconque, n'importe quel sys-
téme de forces peut-étre réduit a une
force S et a un couple M obéissant F
aux équations (1) et (2). '

Oy

Fig. 7

- = —

§=F1+F2+...+F 1) M:MI(F_j)+,..+M,(F;) @

n

Remarque : dans certains cas, le systeme de forces peut se réduire & un couple unique
—_
(M # 0 et S'=9)




NOTIONS G ENERALES

Exemple :une poutre encastrée en un _p)oiDE 0 ims un mur supporte trois charges
concentrées, schématisées par les forces F,, F, et F,.

a) Déterminons un ensemble (force + couple) équivalent aux trois forces en O.

b) Existe-t-il, dans ce cas, une résultante unique R équivalente aux trois forces ?

Résolution
y

7 7

1000 N 2000N
- - - - - - - - —>
X

-
F, 4000N
- 3m P 2m A 3m
r< Lt < -
S 1000N
M, 1000 Nm
\_ _ - _ _ R _ N
J
2
'y
5=F
_ _ A _ _ _ _ .
cas d’une résultante unique
d o
Fig. 8

A — —
a)S=F +F,+F,

En projection sur la verticae y :
S=-F,+F,-F,=1000N

My = M, (F) + M, (F) + M, (F)

M, =(-1000x3)+ (@ 000x5)-(2 000 x 8) = 1000 Nm

b) Supposons qu'il existe une résultante unique telle que OA = d.
M,R) = MAF) + My(F) + My(F3) = 0

-1000(3-d)+ 4 000(5-d)-2 000(8-d)=0

On obtient d = 1. La résultante existe.
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4. Notion de resultante

EXERCICES A RESOUDRE

- 7 H
O _ Déterminer Ia résultante R de T, et
—
T, agissant sur le palier en A.

Réponse.

R.=237; R,= 583 daN ;o = 67,9°.

Fig. 9

d Le palier a roulement proposé est
. . red =4

soumis aux actions A et B.

a) Calculer les composantes @rizog

tale (x) et verticale (y) des forces A et B.

b) En déduire la résultante des deux

forces.

bati

Fig. 10

La tension du cable AB est
T, = 18,5 kN, celle du céable AC est

T, = 13 kN avec a = 45”.

a) Déterminer la résultante K'de Tl’ et T;
b) Pour quelle valeur de a, 772) est-elle
minimale si R-)conserve la méme valeur ?

Réponse

R.= 25 kN ; R“EO
=T, 21,7 kNT,12,5kN.

remorqueur 1

*J/

B
\age

-
x

__remorqueur 2

Fig. 11

Bl Pour les trois cas proposes, _détermi-

ner la résultante des trois forces f,’ Tet S.

a)
/50 daN

50 daN

\
™

wy /,\\ -
|
!

b) T 56.daN
r\v450
S d0daN
F 60 daN
4 i
¢) 47 200N
e Qno.

450\/ \/450
SF N

X 60daN 60 daN A

Fig. 12

Q F_'l), F—Z),F—; et I-Tschématisent les
actions exercées par les cables sur la
téte de la vis__Déterminer la résultante
des quatre forces.

Fig. 13
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Nori ans

GENERALES

d Les trois barres ci-dessous _sont
soudées sur le méme gousset. F,, F, et
I—Tg schématisent les actions de tension
ou de compr_e)ssion_}dans les barres.
Déterminer F, et F; sachant que la

résultante des trois forces est nulle.
F; 300 daN

NG
Fig. 14

O Les actions }7;, }72) et }73’ schémati-
sent les actions exercées par les remor-
qgueurs. Déterminer la résultante des
trois  forces.

Fig. 17

O Les forces Fl) I-Tz) et I*Ts) schématisent
les actions exercées par d’autres roues
dentées. Déterminer la résultante des
trois forces. Quelle est la particularité ?

Calculer le moment résultant en 0 des

trois  forces.

Réponse

R=0:M,=504N

rayon = 90 mm

20 kN 3
Fig. 15

= . . ,
O Laforce Fischématise la résultante
des actions exercées par le moyeu sur
la bague extérieure du roulement. F,
= = = . .
F,, F; et F, schématisent les forces de
compression dans les hilles._ Déterminer
le module des quatre forces sachant que
= . /
Fen est aussi la résultante.

Réponse

F, = 4986 daN ; F, = 99,73 daN

FeFsBeFeR

bague extérieure
f=FR=2FR=2F

Fig. 18

36

—_- = - , .
H| F,, F, et F; schématisent les forces
exercées sur la structure en treillis.

Déterminer la résultante des trois
forces.
257 F; 2500 daN | 2000
A \ ,?3
£ 1500 daN
A
y
O I O T - I
- i - =T bl i
Fig. 16

| PY (150 kN) schématise le poids de
la partie camion, P; (90 kN) le poids du
corps de la grue et 1—3: (70 kN) le poids
de la fleche télescopique. _Déterminer la
résultante des trois forces.

R=310 dR =1,94 m

Fig. 19




STATIQUE PLANE

OBJECTIFS

m Enoncer le principe fondamental de la statique, le principe des
actions mutudles e le principe de transmisshilité des forces.
B Proposer une méthode de résolution des problémes de statique.
m  Déveopper la notion fondamentde d'isolement d'un  solide
m  Indiguer les principax cas d'équilibre e les éguations corres

pondantes.
B Fournir une schématisation et une représentation des actions
mécaniques.
m  Indiquer les principdes méhodes de résolution graphique
m  Dé&inir la notion de probléme hyperstaioue.

En mécanique, la statique a pour objectif |’ é&ude de I équilibre des corps. On peut la
consdérer comme une composante particuliere de la dynamique ; cependant sur un plan

historique ses principes ont éé découverts les premiers.

Le cours propose se divise en trois parties complémentaires : la statique plane (com-
prenant ce chapitre et les chapitres « traillis » et « frottements »), la statique dans I espa-

ce et la gatique par les torseurs d' actions mécaniques.

En gatique plane, les actions et |es forces étudiées gppartiennent toutes a un méme plan

(« forces coplanaires »). D’emploi universd, cdle-ci est particuliérement bien adaptée a
la résolution des problemes faisant intervenir des systemes articulés avec barres, vérins
et composants divers, aind que pour des structures de type treillis.

S les actions ou les forces ont des directions quelconques dans I’ espace, se reporter au

chapitre « statique dans |’ espace ».

Sl est nécessaire de faire une éude détaillée des actions exercées sur les liaisons entre

solides, se reporter au chapitre « statique par les torseurs », plus spécidise en ce
domaine.

Remarque : pour ce chapitre, sauf S une extréme précison est exigeée, il ne faut pas
hésiter a utiliser des méthodes graphiques pour la résolution des exercices. Ces solutions
sont en générd plus rapides et plus faciles a mettre en cavre. Plus visueles, dles per-
mettent auss de détecter plus rapidement les erreurs éventuelles.

37 .



STATI QUE

38

| - Principe fondamental de la statique

1. Enoncé du principe : cas des forces coplanaires

—s —3
E}n solide indéformable en équilibre sous I’ action de n forces extérieures (Fy, F,, . . .
F,) reste en équilibre s :

1) la somme vectorielle S de toutes les forces extérieures est nulle

2) le moment résultant M, en n’importe quel point I de toutes les forces
extérieures est nul

M, = MIF) + MIE) + .. + M{F) =

Remarques

. Pour ce chapitre, la notion de moment scalaire ou agébrique est suffisante pour les
résolutions. Dans I'espace, il sera nécessaire d'utiliser la notion de vecteur-moment.

o L’énoncé précédent est également vérifié pour des solides dont le mouvement est
effectué sans accélération, cas des solides en mouvement de trandation rectiligne uni-
forme.

. Dans le cas d'un ressort, le principe fondamental n’'est pas applicable. En effet, le res-
sort est un corps déformable et sa déformation accumule de I'énergie potentielle. 1l fau-
dra, pour les résolutions, tenir compte des forces intérieures au ressort.

2. Principe des actions mutuelles

Pour deux- solides 0 et 1-en
contact, Vaction exercée par le-
solide O sur le solide 1 est égale
et opposée a laction exercée

par le solide 1 sur le solide 0. -

Il « Principe de transmissibilité des forces
en stathue

“delaforce F’ ' o




5. Sttique plane

Autrement dit, I'effet d'une force sur un solide dépend uniquement de I'intensité, de la
ligne d'action et du sens de la force. Le point d application sur la ligne d action ne joue
aucun réle et n'a aucune influence en statique sur I'équilibre des solides, leur mouvement
éventuel a vitesse constante et sur les résultats numériques obtenus.

- /
T
équivalence -
statique F=F

Fig. 2

Remarque : le principe de transmissibilité n'est pas applicable a la resistance des maté-
riaux dans la mesure ou le déplacement des forces peut transformer la nature des efforts

intérieurs (fig. 3).

gquivalence
[ ~A B\ équiva a )
4—6—% - - <= :.—4—@
F 7 K statique h_H
barre tendue barre comprimée

Fig. 3

Exemple : voici une barre tendue sous I’ action de deux forcesf; et f; appliquées en A
et B. S on applique le principe de transmissibilité en trandatant T’; en Bet ?2 en A,
I'équilibre statique est inchangeé : 1-72’ = —?{ dans les deux cas. Par contre, la barre initia-
lement tendue devient comprimée, ce qui modifie la sollicitation et les critéres de résis-
tance a adopter pour des calculs éventuels.

11 - Méthode de résolution
des problémes de statique

La méthode générale proposée par I'organigramme figure 4 est applicable a tous les
problémes de statique, qu'ils soient dans le plan, dans |’espace, avec ou sans torseurs.
Une des étapes essentielles concerne I'isolement du solide décrite en détail au para

graphe suivant.
La méthode est généralisable aux ensembles de solide, compte tenu des conditions indi-

quées au paragraphe V.
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/objectit du probléme : déterminer complétement les

actions mécaniques exercées sur un solide
appartenant a un mecanlsme donne

extraire le solide du mécanisme ; dessiner le
solide seul dans la méme pusnmn geumetnque

repérer toutes les zones de contact entre isolement
le solide et les autres solides du mécanisme du
i solide
ou
cchématicor log actinne méraniquae earracpandant  f étapes
aux zones de contact précédentes. leur donner un nom | p%lfsésli%'gr

comptabiliser les actions de contact, ajouter les actions &
distance ( poids, aimantation,...), puis faire le bilan de toutes
Ies actions agissant sur le solide ( bilan des i |nconnues )

ou maithuemmt
(par caloul) ;-

choisir fa mé&qﬂs
la plus performante

Y

~ faisant intervenir le
principe des
actions mutuelles )

résultats : le probleme est terminé

lorsque toutes les actions agissant g

sun le solide sont complétement connueis &
[] T L)

Fig. 4

Remarque : avant d’envisager une résolution, il faut au préalable vérifier que I'étude a
un sens. Par exemple : le solide étudié est-il au départ dans une position d’équilibre ?

Exemple 1 nageur
La planche du plongeoir n’est
sauilib ¢t t planche du
pas en equiliore €t tourne autour i W c

de I'articulation A. Le principe
ne peut pas étre appliqué i cet
exemple.

"

'\ pivot

piscine

Fig. 5

Exemple| 2

La paire de ciseaux 1 + 2 n’est
pas en équilibre et se ferme sous
I'action des forces F efl -F.| Le
principe fondamental n’est pas
applicable alors que, paradoxale-
ment, les équations (1) et (2) de
I’énoncé du paragraphe I-l sont

vérifiees dans ce cas. Fig. 6
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5. Statique plane

1V - Isolement d’un solide.

Universellement utilisée, la notion d'isolement d'un solide est fondamentale dans I'ana-
lyse et la résolution des problémes de mécanique. C'est la premiere étape de toute réso-
lution en statiqgue ou” en dynamique.

Le solide isolé peut ére un croquis a main levée, un dessin simplifié ou un dessin précis
a |'échelle du solide étudié, destiné & décrire et a définir toutes les actions ou efforts qui
Sy exercent : poids, actions de contact... Tous les éléments connus concernant les
actions extérieures agissant sur le solide isolé doivent étre clairement indiqués : direction,
intensité, sens, point d application mais auss les distances entre les actions et les axes
(O, x, y) éventuellement choisis pour des calculs.

Exemple : reprenons le plongeoir du paragraphe précédent, normaement constitué
avec un appui supplémentaire en B. Afin de simplifie; le repérage et la désignation des
efforts, le nageur est repéré par (2), la planche par (1) et les appuis fies (bords, poteaux
divers, etc.) par (0). A est une articulation (pivot) et B un appui simple.

nageur (2)
pianche (1)
G, C

0 )

solide isolé :
nageur (2)

piscine

4 By (module inconnu)
Gy ¢
)
B D —
solide isolé : P, (100 daN) G
planche 1 | ¢ 2m  jo5m)_ 25m v
I
Fig. 7

La planche (1) supporte quatre actions en A_) B, C et G, (centre de gravit€) schématisees
. —_ .
par les vecteurs forces A,/;, By, Cy1 et P (poids de la planche).
= -
Le nageur (2) est soumis & deux actions, son poids P, en G, et C,,, en C.

~

D’ aprés le principe des actions mutuelles : (T/z’ = - Cyy.

Remarque : la schématisation des actions de contact (cas des liaisons en A, B et C) est
abordée au paragraphe VII. Afin de smplifier I'analyse et comptabiliser les ééments
connus ou inconnus, il peut ére intéressant d'utiliser un tableau récapitulatif par solide.

Exemple de tableau _Pour la planche (1)
La premiere colonne (F,) comptabilise toutes

Solide isolé : planche 1
les actions extérieures agissant sur le solide. —
- o - |E, pPs | D | 1 (daN)

La deuxieme colonne (PS) indique le point =% ) 7 5
d application ou, a défaut, un point de la ligne ’ﬂ’_l, — :
d action B, B verticale ? |

o s , }?9 G, verticale 100 daNi-|
La troiséme colonne (D) & la quatriéme pré |—= -
. — v " - Con C verticale ?
cisent la direction et I'intensité de I'action.
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Remarque : chague case du tableau représente une inconnue possible. Avec des forces
concourantes, la résolution ne sera possible qu’avec trois inconnues au plus. Si les forces
sont paralées, il faudra au plus deux inconnues pour aboutir au résultat.

\V - Cas des ensembles de solides

Dans le cas des ensembles de solides, les actions mutuelles exercées entre les solides de
I’ensemble deviennent des efforts intérieurs et ne doivent pas étre comptabilisées dans
le nombre des actions extérieures. Le principe fondamental sapplique de la méme
maniére.

Exemple : isolons I'ensemble planche + nageur de I’exemple du paragraphe précédent.
L’ ensemble l + 2 supporte 4 actions |
extérieures : Ao,l,Bo/l, P eL,P

Les actions mutuelles C,,, et Cj/; . % .
deviennent des efforts intérieurs et ne éé/ An? 4B g P2
sont pas prises en compte dans le bilan — B — T

des actions extérieures et dans l'appli- \As

cation du principe fondamental. Fig. 8

VI - Equations d'équilibre - Principaux cas

Aprés isolement du solide et rédisation du bilan des inconnues, I'application du princi-
pe fondamental conduit & des résolutions que I'on peut regrouper par famille.

1. Solide soumis a I'action de deux forces

Les deux forces ont méme support ou méme ligne d action, méme intensité, mais sont
de sens opposes

-Un sohde soumw a iactxan de deux forces reste en équ:libfe si les deux: forces sont
-égales et opposées. ﬂ , s E «

,Exemples . I"équilibre du nageur du paragraphe IV donne E:,_ = - 13:, direction com-
mune, la verticale passant par G,. Les cas (a) et (b) de la figure 9 montrent des cas d’ équi-
libre sous I'action de deux forces. Dans le cas (c), I'équation de moment n’est pas veéri-
fiée et il N'y a pas équilibre (le solide tourne dans le sens trigonométrique).

b) 7 ¢) solicle non en équilibre

N

i.’
{ﬂ (=0 _ {F+(:F)=6(v(ﬂiﬁé)
M(T)+ M (-T)=0 Mu(P)+ My (-P)=P.d




5. Statique plane

2, Solide soumis a I'action de trois forces concourantes

Un solide soumis a I’ action de trois forces reste en équilibre s les trois forces sont
concourantes au méme point et s la somme vectorielle des trois forces et nulle.

M,(F}) + My(Fp) + My(F) <0+ 0+0=0

Fig. 10

3. cas genéral

a)F;+F2)+ ... + F, = 0’= X F, donne deux équations
scaaires de projection sur lesaxes x et y.
TFx=Fx+Fx+...+Fx=0 (1)
TFy=Fy+Fy+...+Fy=0 2)

b) L’équation de moment en n'importe quel point | four-
nit une troiséme équation scaaire :
IME)=MFE)+MF) +...+ MF)=0 (3)
Remarque : |es coordonnées cartésiennes Fx €t Fy de F, représentent chacune une

inconnue. Les équations disponibles permettront de déterminer au plus trois inconnues
(pour trois équations a trois inconnues).

Fig. 11

Equations  alternatives : &in de smplifier les solutions caculées, il peut ére avanta:
geux d'utiliser deux égquations de moment avec une seule équation de projection ou
encore trois équaions de moment a la place des équations initiaes (voir tableau).
L’emploi des équetions de moment limite ou supprime les difficultés de projection sur
des axes orthonormes.

Equations ~ déquilibre  possibles

Cas général

Equations

alternatives

possibles

ZFy=0 ZFy=0 I M (F)=0

ZFf=0 IM,=0 I M(F)=0

=M (F) = 2 Mp=0 = Mg (F) =0
AB non perpendiculaire a (u) A B et G non alignés

Fig. 12
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Principaux cas Solide isolé Equations g gmbre
inda inconnues
J'équilibre indépendantes déterminables
Forces LF,=0 1
:olinéaires
Forces ZFy=0 )
paralléles M (F)=0
2 Fy=0 z
Forces
oncourantes ZFy=0 .
néme  point) E M (F)=0) @)
z Fix= 0
Cas 3
général LFy=0
T M(F)=0

Fig. 13 * Deux inconnues a condition que les directions des f soient  connues.

VII - Schematisation et représentation
des actions mécaniques

Les actions mécaniques représentent les efforts exercés sur et entre les solides réels. Ces
actions sont schématisées ou modélisées par des forces, moments, couples, pressions,
contraintes, torseurs, etc. On peut les diviser en deux grandes familles : les actions a dis-
tance et les actions de contact (les plus nombreuses et les plus diverses).

1. Actions mécaniques a distance

Elles sont essentiellement de deux types : poids et aimantation.

Rappels sur le vecteur—poids
Le poids d’un sehde peut étre représenté par un vecteur~force P appelé vecteur—pmds
etfayant les caractenshques sunvantes

e attraction te;;eétre.




5. Statique plane

Remarque : lavaeur de I’accdération de la pesanteur g et fonction de la letitude sur
le globe terrestre (voir graphe ci-dessous) et de I'altitude.

gA
Variation de g avec laltitude (h) (m.s?)
N -
§=% (R+h)2 §
9,80 /
9 = 9,81 ms? /
R = rayon de la Tare (=) 6378 km 978 i -
h = dltitude 1530 CUm Y
équateur poles
Fig. 14

2. Actions mécaniques de contact

Les actions de contact se divisent en trois groupes :

- les actions ou charges concentrées,

- les actions réparties sur une ligne ou charges linéiques,

- les actions réparties sur une surface ou charges surfaciques.

a) Actions ou charges concentrées

Chague fois que I’ effort de contact est concentré
€en un point ou sur une toute petite surface, I'ac-
tion et schémaisée par un vecteur-force.
Unités: N ou dérivés (daN, kN, etc.).

Exemple : action exercée par un plan horizon-
tal (0) sur une hille (1). L’ effort de contact est
concentré au point A et est schémdiseé par le
vecteur-force m perpendiculaire au plan (0) e  Fig. 15
passant par le centre de gravité de la bille.

solide 1 isolé

b) Actions réparties sur une ligne ou charges linéiques

L’ effort de contact est réparti sur une ligne droite ou non. L’ action exercée est schéma
tisée par une chat-ge linéque (g), uniforme ou non. Unités : N.m™ ou N/m.

= —h—
ek

cas d'une répartition uniforme
q 1
A B
cylindre (1) isolé

Fig. 16

Exemple

Action exercée par un plan horizonta (0) sur un cylindre (1). L’effort de contact et
réparti de fagon uniforme {g congtant) le long de AB et schématise par une charge
linigue g (N.m™). Dans le but de smplifier les résolutions, la charge répartie peut ére
remplacée par sa résultante R, au milieu de AB e d'intensté: R = gL.
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Remarque : ici, g est égd au \F (R=qL)

poids du cylindre divisé par la 7

longueur AB : AMB =, B
B / = Lre | Lr
Il =1

A
\

A
Y

Fig. 17

c) Actions réparties sur une surface ou pression de contact

Lorsgue I'effort de contact est réparti sur une surface, I'action exercée est schématisée
par une pression de contact ou une pression (p) qui peut ére uniforme ou non.
Unités : Pa (N.m™), bar (1 bar = 10° Pa).

Exemple 1 : action exercée par un fluide sous pression sur un piston de vérin.

2 huile sous pression

1 pression = p

ki

!

|

i
AMAAA

L’ effort de contact entre huile et piston est réparti de facon uniforme sur une surface cir-
culaire de diamétre d et est schématisé par la pression p qui est la pression du fluide.
Dans_l_e) but de simplifier les résolutions, cette action peut étre remplacée par sa résul-
tante R, dirigée suivant I’axe du piston et d'intensit¢ R= pS = pnd?/4.

T

Fig. 19

Exemple 2 : action d’'un plan horizontal (0) sur un prisme triangulaire (1).

Fig. 20

Dans ce cas, la pression de contact est linéairement croissante en alant de A (p = 0) a
B (p = Pmax)- R résultante des pressions de contact, est égale @ mg.

3. Actions de contact exercées
dans les liaisons mecaniques usuelles

En datique plane, les liaisons entre solides se raménent & quatre familles principales :
appui simple, articulation ou pivot, glissiére, encastrement.



5. Statique plane

Chaque famille peut supporter ou transmettre des efforts différents (fig. 21).

L'action exercée par les surfaces de liaison des solides (0 et 1) en contact est schémati-
—

sée par une résultante S (coordonnées S, et S,) et un moment résultant éventuel M.

- Action de
Type de la Schématisation Exemnles
liaison usuelle conloazlt:ntre P
v
: v
, ;{ 1
Appui .
simple 0 7 X Y I y contact  linéaire galet I sphérig. patin
___4____ |ponctuel rectiligne
A

e S e

| appuis simples avec

|
. Y| ' | frottement |
Articulation . — P | |
ou | Sy o | |
pivot 0 AY-- v pivot sphérique | |
(2 inconnues) x == —— | pivot gliss, | |
7 SX : |
& & |
. . < !

Glissiére % % H

liaison glissiere  pivot glissant appui
plan bilatéral

H o &/

. \AJ soudure rivet %
\—I———— s '*5‘ - I

(2 inconnues)

Sy
Encastrement M
(3 inconnues) 1 1 /I;_, 4N % :é"
| ' A el T
0 0 Sx A Q
7. 7
variantes A ;
Y. &)
Remarques

Le choix d'une schématisation ou d'une autre est fonction des interprétations que |’on
peut faire a partir de la liaison réelle. Par exemple, il est fréquent qu'une liaison de type
glissiére soit auss schématisée par un appui simple, le moment M éant supprimé ou
négligé. De méme, le fait de négliger ou non les frottements influe sur les interprétations
possibles. Si une étude plus détaillée est nécessaire, se reporter au chapitre “ statique
par les torseurs ”,

VIT1 - Methodes de resol ution graphique

Les méthodes graphiques sont, pour le plus grand nombre d'individus, les plus faciles a
mettre en oawvre et celles qui amenent le moins d'erreurs dans les résolutions d exer-
cices. Cependant, €elles exigent des figures tracées a une échelle donnée ou choisie et un
minimum de soin doit étre apporté aux tracés pour obtenir des résultats précis.
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1. Cas d'un solide soumis a trois forces concourantes

Les trois forces (IT)I, I-TZ’, IT’S) doivent étre concourantes au méme point (I) et la somme des
. A —d = = 4 .,
trois forces doit é&re nulle : F, + F, + F; = 0. Plagons-nous dans le cas le plus général
avec trois inconnues au départ : une direction (celle de @ et deux modules (ceux de F_;

= . . . , . .
et F,). L’ ordre des constructions est indiqué sur la figure 22 et la figure 24.

Remarque 1 : les directions du triangle des forces doivent étre parfaitement paraléles
a cdles de la figure initiale ayant servi a déerminer le point I. Il est indispensable de choi-
sir une échelle pour tracer PTI) sur le triangle des forces (exemple : 1 cm pour 1 000 N,
etc.) ; les modules de I-Tz) et I?s) seront mesurés a partir de cette méme échelle. L’ extrémité
de chaque force coincide avec I'origine de la force suivante.

—

Fy(connue)

€ voint de concours /

Fy c
direction ?
module ?
7
s
/ 2 v
4 (module ?) a) b)

© direction de ,E;passant_par

>

Ve
7/

2 =
7N \\ @ module et sens de F

e) triangle des forces

Fig. 22

Remarque 2 : il existe toujours deux
possibilités pour tracer le triangle des
forces ; voir figure 23, I'ensemble des
deux forme un paralélogramme. La
méthode de travail est résumée dans
I’organigramme figure 24. Fig. 23




5. Sutique plane

Faire le bilan des données sur le solide isolé. ‘
Au plus 3 inconnues : 1 direction + 2 intensités (fig. 22-a) A Pextrémité et 2 lorigine de ,‘_-'1'tracer les directions
v de F, (ligne paraliéle & /B) et de 7; (paralléle & /C)
fig. 22 flfa= remare
Déterminer le point de concours (/) des trois forces i d e 2)
2 l'intersection des 2 directions connues (fig. 22-b) ‘
+ Tracer F{ gt Fs' en remarquant que extrémité de
Déduire et tracer la direction (/C) cnaque force renc%?gezlz?gf e de la = sivarte
de la force inconnue F; (fig. 22-c) .
Commencer lg friangle des forces en tragant la Mesurer les intensités de £, et Fy & I'échelie
force connue F, a une échelle chaisie (fig. 22-d) choisie (fig. 22-¢)

(lire la remarque 1) +

Reporter les résultats obtenus sur le solide isolé.
Vérifier “visuellement” fa cahérence des résultats:

P’équilibre du solide a-t-il toujours un sens ?

Fig. 24

2. Solides soumis a I'action de quatre forces et plus

S les forces ne sont pas paraléles, le nombre maximal d'inconnues déterminables, pour
chagque équilibre étudié, est de trois. Au-dela, la résolution n'est pas possible ou ne peut
étre que partielle. Deux cas principaux se présentent, chacun amenant des résolutions gra-
phiques différents : une direction et deux modules inconnus ou trois modules inconnus.

a) Cas d'une direction et deux modules inconnus
Sur les quatre forces, deux présentent des éléments inconnus et les deux autres (ou plus)
sont complétement connues.

Méthode de résolution : déterminer la résultante de toutes les forces connues (voir
chapitre “forces et résultantes’ et le paragraphe 3) afin de se ramener a trois forces
concourantes et au cas de résolution du paragraphe 1.

a) b) résultante A de F; et F,

F; (connue) L
) " F, (module ?)

c

- B direction ?
F (connue) D Fs 1\ module 2
c) se ramener & 3 forces concourantes
A
Fy
Vi
\\\,//’ ks
A D
R+ R Fo=) §
Fig. 25
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b) Cas de trois modules inconnus (méthode de Culman)
Toutes les directions des forces sont connues, une seule force sur les quatre est comple-
tement connue.

Méthode de résolution : mettre les quatre forces en deux groupes de deux forces

- - \ 7 52 5
concourantes (points de concours | et J) afin de se ramener & deux résultantes R, et R,
égales et opposées, ayant méme ligne d'action IJ.

2) F; (connue) y

~ F; (module ?) NI
\\ F4 (modute ?)
\
\
\
d) = . ¢)
Fy = -
y ’ F3 [
| ]
R F i
k F
Fig. 26
R:) = —; F;’ ; ﬁ; résultante de F et F2 passe par le point 1.
= ==
E; :F—IS + F,; R, résultante de? etT’ passe par le le pomt J.
= = = = =
F+F,+F+F,=F, +F)+(F, +F)=R, +R,=00uR, =-R,,

On revient au cas dun sollde soumis a deux forces égales et opposées, IJ est la ligne d’ac-
tion obllgat0|re de R et R2 Les modules inconnus sont déterminés a partlr des trlangles
des forces (Rl, Fl, F_5 et (Rz, F3, F4) ou par le quadrilatére des forces (IJ, Fl, Fz, F3, ﬂ

Faire le bilan des données sur e solide isolé.
Au plus 3 intensités inconnues (fig. 26-a)

v =
Grouper les forces congourantes deux par deux, Déduire et tracer le vecteur force F, (fig. 26-d) i
par exempie Fy avec F, et Fy avec Fy (fig. 26-b) - ‘
* A Textrémite et lorigine de () + F3) tracer les
Tracer les points de concours /et J diections de £z (paraliéle a JC) et de £ (paralléle & JD)
des groupements de deux forces (fig. 26-b) I (fig. 26-d)
" " " Déduire et tracer F; et F:; en remarguant que I'extrémité
Déduire et tracer la droite de Culman AJ (fig. 26-b) i de chaque force du polygone renconire Iorigine de
+ la suivante (fig. 26-d)
Commencer le  polygone des forces en tragant la
force connue F; & une échelle chaisie (fig. 26-d) | Mesurer les intensités de £, 7 ot ;2 Péchelle choisie E
A Vorigine et 4 Fextrémité de , tracer la direction Reporter les résultats sur le solide isolé, vérrifie
de F; (ligne paraliéle a /8) et la paraliéte 2 4/ (fig. 26-d) ( P leur cohérence » verri 3

Fig. 27
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3. Statique graphique - Méthode du dynamique et du funiculaire

Cette méthode, intéressante dés que les forces a manipuler sont nombreuses, permet de
déterminer des résultantes et résoudre des problémes d équilibre, avec des forces paral-
Iéles ou concourantes. La méthode est purement graphique.

a) Résultante d'un systeme de forces

Exemple : déerminons la résul-
tante R des actions F—f, I—T; f-";
exercées par trois remorqueurs
(I-Z-3) sur un paguebot (4).

Les constructions graphiques
sont effectuées en aternance sur
le funiculaire (figure définissant la
position géométrique des forces)
et sur le dynamique ou polygone
des forces (figure définissant les
intensités des forces).

\ funiculaire / dynamique

00 Y]
11 \ / R
202 \ /

313

x, /
=
R
N
\
w
w

Fig. 29

Ordre des tracés

« Sur le dynamique :

= Choisir une échelle pour tracer les forces (exemple : 1 cm pour 50 kN).

- Tracer F= ab (200 kN) ; F, = bc (150 kN) ; F, = cd (250 kN).

— Déduire la direction (droite ad) de la résultante R et son intensité : R'= ad (590 kN
mesuré).

- Choisir un point P appelé pdle (la position n'a pas d'importance, éviter d'étre trop prés
des forces).

- Tracer les rayons polaires Pa, Pb, Pc et Pd et les numéroter (0, 1, 2 et 3).

« Sur le funiculaire :

= Tracer les cotés du funiculaire 0', 1', 2’, 3’ tels que O’ soit paralléle au c6té O du dyna
mique, 1' pardldea l, 2 a2 e 3 a3. 0 e 1' se coupent en K, etc.

~ Déterminer | point de concours des cotés extrémes du funiculaire, | est situé a I’inter-
section de 0" et 3.

- La résultante F)passe par I, sa ligne d'action est paraléle a ad.
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—_-') J4
B exercées par le sol sur les - 6 =}

Remarques : il y a pardldlisme entre les forces des deux figures :

F aur le funiculaire et pardleleaF = ab sur le dynamique, etc.

0’ et 1' se coupent en K sur F,, par oorrespondanceo et 1 limitent F; = = ab sur ledyna
mique, etc. La position ou le choix de K sur F, est sans importance.

b) Etude de Iéquilibre d’un solide sous I'action de forces paralléles

Exemple : pour la voiture
de collection proposeée, e

’ . . Ered
déterminons les actions A et Q A

5

roues en A et B. On se place
dans le plan de symétriedu | 9
vénicule. P’ est le poids de y 1720 50 1B
cdui-ci, le sol et suppose
horizonta et P, A et B sont .
para”éles Y P (1150 daN)

3 Fig. 30
Ordre des tracés 9

= Commencer le dynami que : choigr une échele des forces (exemple : 1 cm pour
100 daN) ; tracer P'= ab (1 150 daN); choisir un pole S tracer les cotés Sa(l) et Sb(2)
- Commencer le funiculaire : tracer 1' paralldeal et 2' paralde a2 se coupant sur 2

funiculaire dynamique

‘ direction de | coté commun a Pet A
direction de B |

\

- "o,

coté commun a Pet B

1720

b

Fig. 31

Propriété : pour tout solide en équilibre, les cotés extrémes du funiculaire sont confon-
dus ; la droite commune est appelée ligne de fermeture. Le funiculaire e dit fermé.

Remarque 1 S| sur le dynarnlque Iesforc&s respectent |’ ordre A =cd, P= ab et B'=

boavecA+P+B=2cd +ab+bc = 0 le point c est situé sur Pentre a et b et Sc est
le rayon polaire pardlde alaligne de fermeture qui ne peut ére que la droite 1J.

Oet3 //30" et 3

{0’ et 3’ confondus

Fig. 32
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Les cotés extrémes (0’ et 3') du funiculaire sont confondus avec la ligne de fermeture [J.
Par correspondance, les rayons polaires (0 et 3) sont confondus avec .

Remarque 2 : sur le dynamique, les actions situées entre deux rayons polaires (0 et 1),
(1 et 2), (2 et 3) sont celles qui, sur le funiculaire, sont situées a I’intersection des lignes
portant les reperes équivalents (0" et 1°), (1" et 2°), (2 et 3).

I'action de forces concourantes

c) Etude de [Iéquilibre d'un solide sous

Exemple : une poutre, articulée en A et en appui simple en B, supporte une charge incli-
née de 2 600 daN en C. Déterminer les actions A et B exercées par les appuis en A & B.

Remarque : la méhode
est anadogue a cele du
o ! ~ .
paragraphe précédent. module ? / B | verticale
L. — | direction ? f module ?
Pour réussir la construc- A ¢,
tion du funiculare, il faut / ’ |]
S _ B
impérativement  faire pas- AHZER [poutre
) articulation - T
ser la ligne de fermeture F appui simple
. . 2 600 daN
par le point d application
A, seul point connu de Ial
direction de A’ Fig. 33
funiculaire 2 dynamique
A 5 A 5 :
1850 dal 0N} —
we _ _——
N \\gn&“elme/ 2
N —
o b /¢
/ B
/ ,
; 1
F
2600 daN

Fig. 34

Ordre des constructions

Choix d'une échelle des forces (exemple : 1 cm pour 200 daN); F= a_b); pole P ; rayons
polaires Pa (1) et Pb (2) : direction de B'a partir de b ; 1 paraléle a 1 passant par A
2 pardlée a2 ; ligne de fermeture AJ ; rayon Pc (0 ou 3) paraléle a AJ ; point c, inter-
section de la direction de B avec Pc : forces B = B¢ et A = ca.

Mesure des forces a I’échelle choisie : A = 1 850 daN e B = 400 daN.

|X = Problenes hyperstatiques

Un solide, ou un ensemble de solides, qui posséde des appuis ou des liaisons surabon-
dantes par rapport a ce qui est strictement nécessaire au maintien de I'équilibre, est dit
statiqguement  indéterminable ou hyperstatique.

Pour ces cas, les actions exercées ne peuvent pas étre déterminées a partir des seules
équations de la datique.

53 RN



STATIQUE

54

Exemple 1 : la poutre (ABC) est en appui sur trois articulations fixes A, B et C qui don-
nent au total six inconnues daiques : A,, A, B, B,, C,, C,. On ne dispose que de trois
équations pour larésolution, le systeme et dit hyperstatique d’ ordre 3 (6 - 3 = 3).

Ay ABy ACy
poutre
l_ Cx
o DF o] [d O o
. NN F
appui 1 appui 2 YF  appui3 v (connue)

Fig. 35

Exemple 2 : une caisse de poids P connu est suspendue en A, B et C par I'intermé-
diaire de trois cables (2), (3) et (4) de directions concourantes en E. La résolution statique
nous donne deux équations avec trois inconnues : T, T, &t T, les tensions des cables.
Le systeme est dit hyperdatique d'ordre 1 (3- 2 = 1).

l P (connue)

Fig. 36

Remarque : en réssance des matériaux (traction, torson et flexion), pluseurs
exemples de problemes hyperstatiques sont abordés et résolus a partir d’ équations sup-
plémentaires liées aux déformations.

EXERCICES RESOLUS

L Une &chdle de pompier (3), partiellement représentée, est articulée en A (pivot d'axe
A, 2) sur une tourdle (2). Latourdle peut pivoter (rotation d'axe D, y) par rapport au
chésss du camion (1). Le levage et rédise par un vérin hydraulique 4 + 5 (4 = tige,
5 = corps) aticulé en B sur I'échelle et en C sur latourelle, les ligisons en B et C sont
des liaisons rotules de centres B et C (ou des articulations de centre B et C).

L’ éude edt réalisée dansle plan de symétrie du dispositif, I’ensemble est en équilibre, la
tourdle est al’arét et le vérin et bloqué en position. P, (5 000 daN) schématise e poids
de I'échdle, le poids du vérin est néglige.

Déterminer les actions exercées sur lesliasonsen A, B et C.
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Fig. 37

Résolution : les actions en A, B et C sont sché
matisées par des vecteurs-forces passant par ces

mémes points.
a) Equilibre du vérin (4 + 5)

Le poids du vérin étant _rfog)ligé,_cigl)ui-ci est soumis a

I'action de deux forces B, et C,s.

Pour que le vérin reste en équilibre, les deux forces

g%/ent et& égales et opposées :

direction de By

B

vérin4 +5
isolé

direction de Cp5 7

By = = C,s, ligne d'action commune BC. Fig. 38

Remarque : l'intensité des forces sera déterminée au paragraphe suivant.

b) Equilibre de I'échelle (3) = PS D I (daN)
ext

L’échelle est soumise a I'action de trois forces exté- [ 5 50

_ et SOUINISE a, P, G, | 5000

rieures: P, A, 5 et B, ;. = | B BC )

D’aprés le principe des actions mutuelles : ¥

= = . . A A ? ?

B,,; = = By, ligne d'action BC. i

Bilan : trois forces concourantes, trois inconnues, la résolution (graphique ou calculée)

est possible.

a) Solution graphique : les trois
forces sont concourantes en [.
Ordre des constructions :

- point de concourg[_()je 13; et de BC,
= direction Al de A,

- trian_gl_(i des forces avec P, vet_li;
cale, B4/3 paralléle a BC et A2/3
pardlde a AZ (voir paragraphes
VI 2 et VIII-).

Remarque : le vérin 4 + 5 travaille
en compression. La précision des
résultats dépend de la quaité des
constructions.

triangle échelle (3) isolée
des forces k7~ ¥
413
,3,; 9 300 daN /?3’
5000 daN 5000 daN
Pors >
4900 daN X
\
B |
N : «C
By \ N \ l
9 300 daN . I
Cors \ \
9 300 daN A
¢ L
Fig. 39
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b) Solution calculee

A2/3 A, 1+A ]etB4/3— B, 1+B ]

A, B,, A, B, sont supposes positifs au départ.
Somme des forces eqale azéo:

Az/3 + B4/3 +P, = 0 en projection sur les axes
(%, y), on obtient les équations scalaires :
suixant x : A, + B+ 0=0

ouA,=-B, (1)
suivant y : A+ B,-P; =0
ouA,+ B,= P, = 5000 daN 2

Moment résultant e_p_e des troiijorceﬁ, éga a
2600: My(Ay 0+ My(By3) + MyP3) = 0
0+(B,x2,85=- B, X 1,65 =-P;x6=0(3)

‘ig. 40

s . ) ) By
Remarque : B,; apour direction BC, autrement dit : B tan 110" = -tan 70".
X
L’ équation (3) peut S écrire : B, (%x 2,85 - 1,65) =6x B
X

B, =-2,858%PAP0+ 1653 1645daN ; B,=(-3 1645)x(-tan 70°) = 8 694daN
A =-B, = 31645daN A,=B-B,=5000-8694=-3694daN

= /3694 + 3 164> = 4 864daN ; aA=arctan( g?gﬁ) —494°

B, = /3 1642+ 8 6947 = 9 250daN

Q Le vérin hydraulique double-effet proposé en coupe longitudinale travaille aussi bien
en poussant qu'en tirant. Il se compose essentiellement d'un corps (1), rodé et glacé, et
d'une tige de piston (3) solidaire d'un piston (2). La liaison entre 1 et (2 + 3) est une liai-
son pivot glissant d’axe, |'axe du vérin.

Les frottements et les poids des pieces sont négligés. La pression de I'huile aimentant
le vérin est de 150 bars. Déterminer la capacité du vérin en poussant et en tirant s la
pression dans la chambre opposée est nulle.

I
7
B ‘.~ ed )
MAa- = M A
T =
\\\M \ \\\\\\\' =
A;//;A " L“‘ ///
jnint tniléd | I baguo tuba . .
fond , support rodé ou poli  coussinet tige chromé dur
(acier) (cat?u;chouc (bronze) (R, =04um) (bronze) (acier trempé + revenu)
nitrile
Fig. 41
Résolution

a) Capacité du vérin en poussant
Isolons I’ensemble piston (2) + tige (3) + petites quantités d’huile & gauche et a droite du
piston de fagon a obtenir des surfaces circulaires planes de chaque coté.
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IS
2 3 E
&3
[ * '7 S
£ I (1
S —ﬁ— - -
8 : ‘
‘ :o‘ . huile

Fig. 42

L'ensemble est en équilibre sous I’ action
des forces de pression agissant a gauche
du piston et sous I'action de la résultan-
te F, exercée sur la rotule A par le dis-
positif a pousser. La pression étant uni-

150 bars
\ A "V\L Lv
_2100mm
i ]
|
|
é%
i

p

forme, la résultante R des forces de Fig. 43
pression est portée par |I'axe du vérin et
a pour module R = pS. Le poids éant

négligé, I’étude revient au cas dun | _ /- L

ensemble soumis a I'action de deux |-, - _7%__ @_@i
. . = = =pS

forces égales et opposées (F, = - R) 11

dont la ligne d'action est I’axe du vérin

(tige comprimée). Fig. 44

IE]=1R]-p.s- 150><(1‘—><4L03) = 11781daN (P enbars Sencm?)

Remarque : 1 bar = 105 Pa= 0,1 MPa ; s on exprime p en Pa, ii faut mettre S en
m? pour obtenir F, en N.

[E]=p.s=(150x 105Pa)x(1“%v1_2)= 117 810N

b) Capacité du vérin en tirant
§': surface d'action de la pression

gy p
£ E [ =5 T__®
R e e L
Sy A =1
Fig. 45
L' étude est analogue au cas précédent, la pression agit a droite du piston sur la surface

—

annulaire S’(S’ = S - section tige). L’effort en tirant F, est obtenu par :
E=R'= p.S'=150xg_(1o:4,82)=9067daN

H
Remarque : dans ce cas, F, est inférieur de 23 % a F et la tige est tendue.

Un avion militaire est en phase ascention-
nelle a vitesse constante suivant un angle de
15" sous la poussée F (12 000 daN) des réac-
teurs. R schématise I’ action de la résistance de
I'air sur I’ensemble de la structure, ? est la
résultante des actions de sustentation sur les
aleset A schématise la résultante des actions
iabilisatrice; de l'air sur l'alleron arriére.
P (30 000 daN) est le poids de I’ appareil. Fig. 46
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, . -—_ —> — .
Déterminer A, S et R s toutes les

5
actions sont supposées contenues dans i‘,’“ PS D I (daN)
le plan de symétrie de I'apparell ?—) G + 30000 daN
' F F 15 12 000 daN
A A 105" | 2
. : - 3 S 105" | 2
Résolution graphique i
L s . R R 15" 2
L'avion est soumis a I'action de cinq

forces extérieures. Ramenons le pro-
bleme a quatre forces en déterminant
la résultante K de Pet F toutes deux
connues ; puis appliquons la méthode
de Culman (voir paragraphe VIII-2b).

Méthode

- Rempla(;ons FetP) par leur résultante K ig. 47

= Groupons A A"avec | R et Sz avec K o

S+K+A+R (S+K)+(A+R) T,+T,=0

T = - T les deux résultantes sont egales et opposees et ont MN pour _3ne d’action.
M est Ie point d’intersection deA et R et N le point mtersectlon de S et K

- Trace du polygone d&e forces force K MN ; direction de S module de S direction

de A'et R modules de A et R,

Résultats

1$1l = 22 500 daN
lIAll =, 6 300 daN
IR1l =" 4 200 daN

il N
4200daN

Fig. 48
Résolution par le calcul+ -
a) L’équation d'équilibre F + A + P + S + R 0 donne en projection sur les axes X, y :
Projectionsur x : F+0-Pcos75" +0=R = 0 (1
Projectionsury :0+A =P sin75" +S+0=0 (2

. — — - — —.
b) Equation de moment en F : M{F) + MJA) + MAP) + M{S) + M{R) = 0
dou:0+2A ~-48Psn75 +5555+0=0 (3
c) Résultats : avec I'équation (1) ona: R= F = P cos 75" = 4 235 daN
L’'équation (2) donne: S= Psn75 - A
et en remplagant S dans I'éguation (3) on obtient :
2A -48Psn75" + 555 sn75 -A)=0,75Psn75 -3,55A =0
dou: A =6 122 daN et S = 22 856 daN



5. Statique plane

EXERCICES A RESOUDRE

H un tuyau (1) de poids P’(600 daN)
est soulevé par l'intermédiaire de cro-
chets (3 et 6), d'dingues (2 et 5) et d'un
anneau (4) dont les poids sont négligés.
Déterminer les actions exercées en A,
B, C, D et E s cdlesci sont schémati-
sées par des vecteurs-forces passant
par ces points ‘et les tensions T; et 7‘;
des dlingues. AH = DH ; a = 24"

Réponse

Ags :35/4 = T5= 738 daN ;
Dy, = sz =T, = 738 daN;
Egy =

Déterminer les tensions des cables et

Reprendre I'exercice 4 avec une
caisse de poids P (736 N) soulevée par
un dispositif avec poulie et cébles.

I'effort T que doit exercer I'opérateur
pour maintenir I’ensemble en équilibre.

Réponse

Tag=539N; T=T,=660N;T,=T,,=425N.

poulie plafond

Fig. 50

B Pour chacun des cing exemples proposés, le solide ou I’ensemble isolé est indiqué
sous forme incompléte. Pour chague cas, faire le bilan des actions extérieures.
D@terminer la direction de ces actions et éventuellement leur intensité dans les cas simples

(deux forces égales et opposées). Les poids, autres que ceux indiqués, sont négligés.

[ Cas Systéme étudié

Solide (ou ensemble) isolé

Description

g ballon est au repos sur le sol 0.
P/ (4,5 N) schématise le poids du
ballon La liaison en A, entre 0 et 1,
est assimiée a un contact ponctuel.

La fourche 2 est utilisée pour la
manutention de piéces creuses 3
(poids P). Le levage est réalisé en
B par une chane 1. La laison ente
2 et 3 est une liaison linéaire recti-
ligne.

Le tronc d'arbre 1 (poids P} est
cale dans une pente (inclinaison de
30" par rapport a I'horizontale) &
I'aide de deux poutres 2, perpendi-
cuaes 3 la pente. Les fiaisons en A
et Bsont assimilees a des liaisons
linéaires rectilignes,

le cable 3 est tendu par [lensemble
bras 1 et tendeur 2 (une vis j droi-
te + une vis g gauche). Les liaisons
A, B, Cet Dsont des liaisons pivots,
A, schématise I'action exercée par
ke cable sur le bras 1

la pece a usner 2 est bloguée sur
%e bati. La liaison en N est linéaire
rectiligne. E: schématise I'action
exercée en /par la pece sur la vis.

Fig. 51
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| Déterminer les actions exercéesen B et C S celles-ci sont schémati sées par des vec-
teurs-forces.

d Le dispositif propose fait partie d’un montage d' usinage. La piéce a usiner (4) est bri-
dee en B par un renvoi (3) articulé (liaison pivot) en C sur le béti (1) du montage. Le ser-
rage de la piéce et rédise par une vii pression (2) agissant en A (contact ponctuel).
Les poids des piéces sont négligés, A,,, (300 daN) schématise |’ action de lavis sur le
renvoi, I’action du ressort est négligée.

Réponse

Cop¢ = =300 daN ; Cs 5y = = 347 daN ; B, x =0; B, 5y = 347 daN.

A

ressort de rappel

4
direction de I'actionen B /

Fig. 52

O une potence utilisée en manutention se compose d'une fléche (3) articulée en A
sur une colonne pivotante (1) et d'un tirant BD ou (2) articulé en D sur (1) et en B sur
(3). L'ensemble est en liaison pivot (axe verticd EF) sur des supports (4) et (5) ences-
trés dans le mur (0). Les poids des solides sont négligés, P (2 000 daN) schéméatise le
poids de lacharge a lever. Déterminer, pour la position de lafigure, les actions exer-
céesen A, B, D, F et E (supposée horizontale) 5 cdles-ci sont schématisées par des

vecteurs-forces passant par ces points. .
3 D

24
(mur) =
: P 2000 daN

Fig. 54
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5. Statique plane

Bl Un bouteur se compose d'un chéssis (1), d'une lame (2) articulée en B sur deux

bras de poussée (3) eux-mémes articulés en A sur (1). La hauteur de la lame est réglée

par deux vérins (6 + 7) et son inclinaison par deux vérins (4 + 5). Les liaisons en A,

B,C, D, E et F sont des liaisons - pivots dont les centres portent le méme nom. Les
poids des pieces sont négligés ; HO/Z (22 000 daN) schématise I'action du sol sur la
lame (inclinée de 5" par rapport a I'horizontale). L'étude est réadisée dans le plan de
symétrie de I'appareil. Déterminer complétement les actions exercées en A, B, C, D,
E et F s cellesci sont schématisées par des vecteurs-forces.

S — —=F
% Fop (22000 daN)

Fig. 55

D Le dispositif proposé est un tri-
angle de levage de benne de
camion permettant des angles de
bennage plus importants qu'un sys-
téme classique. Il se compose d un
bras (2) articulé en A sur le chéssis
(0), d’'une biellette (3) articulée en B
sur (2) et en C sur la benne (1).
L’ effort de levage est fourni par le
vérin hydraulique 4 + 5 (4 = corps,
5 = tige) articulé en C sur (1) et en
D sur (2). Les liaisons en A, B, C,

D et E sont des liaisons pivots dont
les centres portent le méme nom. P
(15 000 daN) schématise le poids
de la benne, les autres poids sont
négligés. L'étude est effectuée dans
le plan de symétrie de I’ apparelil.
| Déterminer  les actions exercées

en A, B, C,DetE s celesci sont

schématisées par des vecteurs-
forces passant par ces mémes
points.

Fig. 56
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Le vérin télescopique proposé sous forme schématique se compose d'un corps (0)
et d’une tige télescopique composée des cylindres 1 (diamétre 215 mm), 2 (diametre
150) et 3 (diamétre 90). La pression d'dimentation en huile est de 100 bars. Les frot-

tements et les poids sont négligés.
IDé&erminer la capacité de levage du vérin (F F maximum) lorsque

a) le cylindre (3) agit saul ;

b) les cylindres (2) et (3) agim en méme temps;
¢) les trois cylindres agissent ensamble.

Réponse

ES 362 daN ; 17 671 daN ; 36 305 daN.

‘ huile (100 bars)

corps (0)

Fig. 57

|7 7 ’ @\//[ S
'D‘ [=) Y. 2 N S
= :QA s /

_ ) (] _ _ - - _ _
b
¥ o L S trrd ) i
~ k\«\\l
2 3

télescopique

Un clapet de non
retour pour grosse candi-
saion se compose de
deux corps (1) et (6) en
fonte, recouvert intérieu-
rement d'une couche de
résine (2 + 5). Le clapet
de fermeture, de forme
spherique, réalisé en
acier chromé a un poids
P’de 22 daN.

Ioler le clapet, fare le
bilan des actions exer-
cées. A partir de quelle

différence de presson

(P, - Pg) entrele haut (B)
et le bas (A) y-atil
remontée du clapet ?

Fig. 58
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5 Saique plane

O Levs&in multiplicateur (amplificateur) proposé se compose d’ un corps (1), de deux
pistons (2) et (3) et d'un piston compensateur (4). Il est utilisé pour réaliser des opé-
rations de rivetage, poingonnage, pressage, marquage, cambrage, etc. S¥ la mise en
route, I'air comprimé entre dans la chambre A (C est a |’échappement) et pousse le
piston (2), a grande vitesse, jusgu’a ce gqu'il vienne en contact avec la piéce a travailler.

Dans le méme temps, le piston (3) est en arriere, les chambres d’huile E et K sont en
communication et le piston compensateur (4) fait passer de I'huile de la chambre E a
la chambre K.

Aussitdt que le piston entre en contact avec la piece a travailler, I'air passe de la
chambre A a la chambre B et pousse le piston plongeur (3). Celui-ci, aprés avoir
passé le joint d éanchéité (5), fait monter la pression de I'huile dans la chambre (1),
ce qui engendre une poussee supplémentaire sur le piston (2). L’action du ressort est
négligée.

Le poids et les frottements sont negligés ; I'air est & 6 bars ; I'’ensemble est en équi-
libre dans la position de la figure 59.

Isoler successivement les pistons (2) et (3), en déduire la presson d'huile dans la
chambre (K) et la valeur de I'effort F transmissible pour la course d’approche (sans
amplification) et pour la course travail (avec amplification). Comnarer.

chambre £
(huile)

chambre K r

(‘huile )

1 R 2 4 . 3
air

@A —I @AI?Gbars) S l' @ /— l—

c A Ll D
. e B
. ey pe =
A F l’..
A — - - o - - _ _
ISPy T,
Fid
air (6 bars) O
Fig. 59
]
A =] ©
2 @ - 3 —
] Sl Ql (
T == |8
| e - - —] ) Q
8 R
A
v ru
Fig. 60 Fig. 61
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D Pour I’ ensemble proposé au repos, déterminer les actions exercéesen A, B et D
sur les roues et en C sur le crochet d attelage.+ route est horizontale et toutes les
actions route-roues sont supposées verticales. P; (1500 daN) schématise le poids de

la voiture et }7; (800 daN) le poids de la remorque et du bateau.

Réponse

A, =473,4daN; B =1139,1daN; D,= 687,5; C,,,=1125.
J/T 1
Oy,

1500 daN
.

Py

S

-

800 daN !
vz

P

D
540

7 A

1550 960 3300

Fig. 62 |

D L'ensemble routier proposé se compose d'un tracteur (1) et d'une citerne (2).
I’aide d'une bascule de pesage, on détermine les charges par essieux
E=6000 daN, F =D =A = B=9000 daN (directions verticales).

Déterminer _le poids total de I'ensemble en charge et le poids de la citerne 2 (P,),

sachant que le poids du tracteur est P; = 11 000 daN.

Calculer I'action en C (rotule d'attelage) et les distances X et X,.

0 1 2
1 \ 1 L1 \
] ] V [ LI
c
Gy t&
] B
X P? 7 % 7 : .
A
o /P1=11 00U dan brrs i AsB d
Fig. 63 3800 1660'6601 6 480 1 1380 1

D Pour le convoi exceptionnel au repos, déterminer les actions exercées en A, B,
C, D, E sur lesroues et en F sur le crochet d attelage. Toutes les actions route-roues
sont supposées verticales. L'action B est supposée identique a I'action C et I'action D
identique & I’ action E. P, (14 000 daN) schématise le poids du tracteur. P2 (3 000 daN)
le poids de la tée de la fusée. P (8 000 daN) le poids de la remorque et P
(12 000 daN) le poids des deux premiers etag& de la fusée. La norme européenne
autorise les charg& suivantes par essieu : essieu simple 10 tonnes ; esseu simple
moteur 11 tonnes ; essieux tandem écartés de moins de 2 m, 18 tonnes. Les charges
par essieu du convoi proposé obéissent-elles aux reales énoncées précédemment ?

a3 000
= Pz[ daN
\/
Zio! 1C 576, g ¢
P > 8 000 dall P15 000 daN
> 4450 1290
Fig. 64 13001 1800 =40 4500 | 1740 :1300: |
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5. Saique plane

D Un wagonnet (skip de levage),
utilise pour le levage des matieres
premiéres, est guidé sur des rails
paraléles 1 (forme en U) par I'inter-
médiaire de roues 4 et 5 (contacts
en A e B avec le rail). Le levage est
réaisc en C par une chaine de
manutention (2) paralldle aux rails et
entrainée par un motoréducteur
non représenté.

Etude : le wagonnet est en équi-
libre ; I'éude est effectuée dans le
plan de symérie de I'appareil ; on
note par un seul repére les groupes
ie deux pieces identiques,
P (500 daN) schématise le poids du
wagonnet et des matériaux.

Isoler I'ensemble 3 + 4 + 5 ; faire le
bilan des actions mécaniques ;
déterminer ces actions. En_déduire
I’effort de tension de la chaine (T). Fig. 65

R

A=810daN ;B =939daN; C =T =483 daN.

_)
D Reprendre |'exercice 17 avec P = 800 daN, a =1 000 et b = 1732 mm.

D La pelle hydraulique proposeée figure 67 est utilisée pour du terrassement La
force TS/3 schématise I’ actlon exercée en T par le sol sur le godet 3 ; P schématise
le poids de la fleche 1, P le poids du godet 3 et de la contre-fleche 2. La manceuvre
est assurée par quatre vérins hydrauliques dont deux identiques 4 + 5et 4 +5 (4 =
tige, 5 = corps). Les liaisons en A, B,C, D, E, F,H, K, M et N sont des liaisons
pivots dont les centres portent le méme nom.. Isoler I'ensemble de la partie pelle en
équilibre dans la position de la figure 68. Faire le bilan des actions mécaniques.
Déterminer  complétement ces actions.

5 _
kNY ‘
3750 0 220B
— <128
' Ts;3 \horizontale ]

" 70 kN

Fig. 66 Fig. 67
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D Une table éévatrice & deux ciseaux, utilisée pour lever des charges, se compose
d'un socle (1), d'une plate-forme (6) et de deux doubles paires de ciseaux (2 et 3) et
(4 et 5). Le ciseau (4) est articulé en A sur (6), en C sur (5) et en E sur (3). Le ciseau
(3) est articulé en R sur le socle (1), fie sur le sol (0), et en F sur le ciseau (2). Les
ciseaux (2) et (5) sont articulés entre eux en D.

La plateforme (6) est en
appui en B sur un gaet 8
articulé en B’ sur le ciseau
(5). Méme remarque en S,
galet (9) articuléen S sur (2)
et en appui en S sur (1). Les
gaets se déplacent horizon-
talement sur le socle et sous
la plate-forme au cours du
levage. L’effort de levage
est fourni par deux vérins
hydrauliques 10 + 11 (10 =
corps, 11 = tige) articulés
en M sur (4) et en N sur (3).
Les lisisonsen A, B’, C, D,
E,F, M, N, R et S sont des
liaisons pivots dont les
centres portent le méme

) } 4
nom. Fig. 68 R K

Etude : la table est en équilibre, I éude est rédlisée dans le plan de symétrie de I ap-
pareil, on note par un seul repere les groupes de deux piéces identiques. P
(2 000 daN} schématise le poids de la charge a soulever, les autres poids sont négli-

gés. Isoler les solides et ensembles proposés figures 69 a 72. Faire le bilan des actions
mécaniques dans chaque cas. Déterminer complétement les actions en A, B, B’, C,

D,E, FM N, R, Set S.

4 500

0

1320 330




TREILLIS
OU SYSTEMES
TRIANGULES

OBJECTIFS

B Dé&inir les notions de trellis noads e bares.

m Donner larelation entre noauds et barres.

B Indiquer pluseurs méhodes clasiques de cdcul des  dructures
en treillis : méthode des noauds, méthode de crémona et
méthode des sections.

m  Pr&cisr les cas paticulies e les smplifications usuelles.

Ce chapitre peut étre considéré comme une gpplication de la statique plane al’ é&ude des
structures en treillis (ou systémes triangulés). Nous nous limiterons a I’ éude des treillis plans.

I - Définitions - Hypotheses -
Relation entre noeuds et barres
1. Définitions

On gppdle treillis ou systéme triangulés des assemblages de barres rectilignes

dont la figure de base- est un triangle.

systéme HoWe -Qn A sy-stém-e Praﬁ A A systdéme Fink A

systéme Warren A A systéme en K A é systéme Baltimore i
Z
Z

. X
systéme Mansard cantilever treillis dans I'espace

Fig. 1

On appelle noaud le point de rencontre de plusieurs barres,
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2. Hypotheses

Les assemblages sont supposés géométriquement invariables.

Toutes les forces sont supposées contenues dans le plan de la structure.
Le poids des barres est négligs. Les forces agissent sur les nceuds.

Les nceuds sont supposés équivalents a des liaisons pivots.

Fig. 2
Remarque : compte tenu des hypothéses T@ f@ T
précédentes, les barres sont soumises soit Y -
X . . : T ARA—
a la traction, soit & la compression. @—“1— —>
traction ,
Fig. 3

3. Relation entre nceuds et barres

a) Cas d'appuis mobiles

7 | N LN [N

Nombre de barres b 3 5 7 1
Nombre de nceuds n 3 4 5 7
Fig. 4

Relations entre n et b

Si b = 2n = 3, la résolution est possible avec le principe fondamental de la statique (sys-
teme  isostatique).

Si b < 2n - 3, la structure nest pas rigide, il y a mobilité.

Si b >2n - 3, le systtme est hyperstatique, il y a des contraintes internes.

b) Cas ou la structure repose sur deux appuis A et B fixes

|| 57| B | 2V

Nombre de barres b 2 4 6 10
Nombre de neeuds n 3 4 5 8
Fig. 5

Dans ce cas, la relation entre n et b sécrit |b =2n-Y=2n~4

Si b = 2(n - 2), la résolution est possible avec le principe fondamental de la statique.
Si b < 2(n- 2), la structure n'est pas rigide, il y a mobilité.

Si b > 2n - 2), le systtme est hyperstatique. Le principe fondamental ne permet pas,
a lui seul, de déterminer les efforts dans les barres.



c) Exemples

6. Treillis ou systémes triangulés

b=1I
n=7
b =2n = 3 est vérifié

b=17
n=10
b=2n - 3 est vérifié

b=8
n==6
) b < 2n-3,ilyamobilité

b>2n-3
systéme hyperstatique

b>2(n-2)
systéme " hyperstatique

b=6 n=4

< 2(n-2) il y a mobilité

b=16
n=10
b= 2(n-2) est vérifié

Fig. 6

Il - Methoddesnorids

Cette méthode, dont I'objectif est la détermination des actions dans-toutes les barres
d’'une méme structure, consiste a étudier I'équilibre des nceuds successifs en appliquant

le principe fondamental de la statique.

Exemple : déterminons les efforts
exercés dans toutes les barres de la
structure  proposée.

L'équilibre des nceuds successifs A, B, C
et D permet d'obtenir les efforts exercés
dans toutes les barres de la structure.

Cc

|

]

|

|

60° o

A B 80 | D
v F 1 200 daN iy

2m 6m '

Fig. 7

—

¥ d Aisolé
@ neud Aisolé g, 5

neud D isolé 7 D¢
- D| :

e _ —
AC @\ D DB
. . ., 1
— —
NIV O
A 1 o 3 4
neeud Bisolé ‘m» A 2 5 . 5&@ neeud Cisolé 5
I o
S A BD 3 4 cB
BA D 1
- — b
D 4

bilan et résultats

ig. 8

69 NN



STATIQUE

| |- Methode de cremona

La méthode consiste a construire et a rassembler sur une méme figure (appelée crémo-
na), tous les triangles ou polygones de forces obtenus par I'étude des équilibres des
noeuds successifs de la structure.

Remarque : pour un méme noeud, il ne doit pasy avoir plus de deux actions (modules)
inconnues pour aboutir & un résultat. Dans le cas contraire, isoler d autres nceuds, au
besoin utiliser la méthode des sections pour débloquer une étude.

Tracé d’un crémona (reprenons |I'exemple du paragraphe précédent).

La structure est divisée en régions. Les
forces extérieures a la structure et les barres
sont les frontieres entre les différentes
régions. Le tracé du crémona est effectué au
fur et a mesure de I'étude graphique de
I’ équilibre des noeuds successifs. Il est indis-
pensable de choisir une échelle des forces
pour réaliser les constructions :

—

La région 1 est limitée par R_A) R,, AC, CD.

La région 2 et limitée par ITA’; E AB. s

La région 3 est limitée par F, Rp, BD.

La région 4 et limitée par BD, BC, DC.

La région 5 est limitée par AC, BC, AB. 2 )

Lorsque I'on tourne autour du nceud A dans le

sens trigonométrique, 1I’on rencontre successive-

ment les régions 1-2-5-1. A ces régions corres- Ra

pondent les actions 1-2 (R,), 2-5 (barre AB), 5 3

(barre AC). L’équilibre du noeud permet le tracé

des segments I-2, 2-5, 5-1 du graphe. Le point

5 est déduit par construction. Au neeud B cor- _

respond les régions 2-3-4-5-2. Les actions cor- ! Ro 3 |

respondantes sont : 2-3 (F), 3-4 (barre BD), 4-5

(barre BC), 5-2 (barre AB). L’équilibre du noaud  F19- 10

permet le tracé des segments 2-3, 3-4, %ns .

3:1' 5-2 du graphe LEAPOI nt 4 § Action sDuefS:gnagUr?ph sur gdrl\g?ud dS:r‘lhsmt\agmbane Mg:[\llﬂe

uit par construction Méme procédé

pour les ncauds D (3-1-4) et C (I-5-4). Ry 12 900

Le tracé définitif est obtenu lorsgque tous ﬁ” 2; 123(;];

les noauds ont été étudiés et dessinés. Barre ABsur nceud A 25 2 vers 5 traction 520
Barre AB sur noeud B 52 52 traction 520

Remarque : la méthode des noauds BameBD surncenl B | 34 354 fraction 520

peut ére utilisée sans faire de crémo- Bare B0 sur oaudD | 43 423 | i 2

na. Cependant, asdda de 7 & | pEEeC| P T

8 nerdS, la construction d’un crémo- Barre AC sr nceud A 51 hal compression 1040

na Smpllfle le travaill e diminue le Barre AC stif noeud C 15 155 compression 1040

temps d'éude. Si les barres sont trés :::BBE ue 451 Z:i - o

nombreuses préférer les logiciels.
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6. Trellls ou systemes triangules
IV - Simplifications - Cas particuliers

1. Cas d'un nceud non charge, a trois barres, dont deux colinéaires

Les trois barres sont concourantes au nocaud J qui ne supporte aucune charge extérieu-
re. Le principe fondamenta appliqué au ncaud donne :

T+ T+ T -0 ~ n 5
Projection sur la direction v":
TF,=0+0+T,C0S#=0

dou:T, = 0

Projection sur la direction 4 : 5
2F,=T,-T,+T,9n0=T,-T,+0=0 Ti=Tp et =0 A
dou:T,=T, Fig. 11

Conclusion : lorsgqu'il N’y a pas de charge extérieure sur le noaud, les actions dans les
barres COlmealres sont égales et opposées (T, = T,) et |’ effort dans la troisiéme barre est
nul ( T 0).

2. Cas d'un noeud non chargé
avec quatre barrescolineaires deux a deux

L’ equmbre du noeud K se traduit par :
T + T + T + T -0

Projection sur Iadlrectlon v
0+0+T,cos@+T,cos6=0
dou: T,=T,

Projection sur la direction 7 :
T,-T,-Tssin 0+ T,sin 8=0
domne: T, =T,

Conclusion : pour un ncaud non chargé a quatre barres colinéaires deux a deux, les
actions dans les barres colinéaires sont égales et opposées.

3. Cas d’'un nceud non charge

avec deux barres non colinéaires
L’ équilibre du noaud M se traduit par : !
T,+T,=0

Projection sur la direction @ :
-T,cos9+0=0 dou:T,=0
Projection sur 3: TZ/ T,=0 et T,=0
-~-T,9n9-T,=0 domne: T,=0 /

Fig. 13

Conclusion : Sil Ny apas de charge sur le noaud M, les actions dans les deux barres
sont nulles

4
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4. Barre de substitution

Dans certains cas, le tracé des crémonas n’'est pas direc- £

tement possible. Afin de rendre possible les tracés, on C b

peut utiliser une barre de substitution a la place de deux

ou plusieurs barres de la structure initiale. Seule condi- |4 3 ~B
tion : la structure doit conserver sa rigidité. Fig. 14

Exemple : pour la structure de la figure 14, la barre de substitution EF remplace, le
temps des calculs, les barres CD et ED.

\- Vet hodedessect | ons

La méhode des sections est utiliste pour déterminer une action, éventuellement deux
ou trois, exercées dans I'une des barres d’'une structure donnée.

Exemple : pour la structure proposée figure 15, déterminons I'action exercée dans la
barre FD. L'étude de I'équilibre de I'ensemble de la structure donne :
R, =6 000 daN et Rz = 3000 daN (verticales).
Effectuons une coupure fictive dans la structure (coupure sur trois barres non sécantes
au plus) et éudions I'équilibre des
deux systémes obtenus. F
Le systéme 1 est soumis al action de
5 forces extérieures. R et | P sont
connues. Les directions de FD FE e
CD sont connues. Nous avons trois 4 €

. A 9000 daN P \
modules inconnus. Le systéme 2 est  4m Y 4m 4m

soumis a I’action de 4 forces exté- - o -

E

- -

45°

COUpyrg

]

i
y P £

neures R est_connue. Les directions Fig. 15

de EF DF et DC sont connues. Nous

avons trois modules inconnus. La F FE E

e . T« N

résolution est possible dans les deux systéme 1 j__ \f:j systéme 2

cas. Si une résolution graphique est FO 73

envisagée, la méthode de Culman doit C ,/ th ,/ D 8

étre utilisée (voir statique plane VIII-2b). T A P e HBT
6000 daN ¥ 9000 daN 3000 daN

Résolution : des deux systémes, le

systéme 2 est le plus simple a résoudre

(moins de forces extérieures). Ordre
des constructions (méthode de
Culman) :

- Sur la structure : J (R + EF = R)

[ (DF + DC = - R) confondu avec D ;

1J (direction de Ret - }_?))_) . D¢ 6000daN \
- Polygone des forces : Ry ;s EF ; IJ ;
DF ; DC. Mesure des modules. Fig. 17

Labarre FD et soumise & unk sollicitation en compression de 4 240 daN.




6. | reillis ou systemes triangules

EXERCICES A RESOUDRE

n SiIAE=EF=FD=DE=DC=AC
= 4 m,_déterminer les efforts dans toutes
les barres de la structure en cantilever.

Réponse
Ty = Toc = 3464 daN = Ty ;
Te=-1732; T =5774;
Tga= 631 Te==115;
Tee =800 ;A = 60930,
A =1000 daN

<

FI El 7 A X
F
3000 daN 2000 daN

Fig. 18

[ pont est réalisé a partir d’une
plate-forme soutenue par deux struc-
tures identiques en treillis. AE = EB =
DC=5m;AD=DE=EC=CB;F
(8 000 daN) appliguée en E schématise
I’action exercée par la plate-forme
chargée. a) Déterminer les actions
exercées sur les appuis en A et B.
b) Déterminer les actions dans toutes
les barres de la structure.

D Reprendre I’exercice 3 avec la
ferme de type Howe proposée.
2000daN

v

2000 dal 2000 daN

1000daN ¥ \{ 1000
daN
N\ 30° B

4
% 3000 | 3000 _| 3000 _ 3000 _

[€ C ol

.

Fig. 22

Reprendre I'exercice 3 avec la ferme
Polonceau proposée, a deux contrefiches.

12500daN

| Reprendre I’exercice 3 avec la
ferme Fink proposée. Les forces de
500 daN et de 1000 daN, en A, G, C,
perpendiculaires aux barres, schémati-
sent les actions exercées par le vent
(dépression).

500daN
1000 daN I
plate-forme
c D
Fig. 19 500 daN
45° c A F|H |E fq
A i ~ 4m {2m | 2m 4m =
l I Fig. 24
Fia. 20 F 8000 daN ig
Pour la ferme Pratt proposée, si P
P—d , -
P’=1000 daN et DG = 4 m, déterminer )
les efforts dans toutes les barres de la struc- P P
—> , . . . C
ture (P schématise le poids de la toiture). Y \{3

Réponse

"Tac = Ty = -3 350 ; Ty, = Ty = 3 000;
Tep = Toe == 3 350 1T = Tge = 2 000
Ty =Tee=-1000; Ty = Tpe = 1410 ; Ty = 0 dalN.

<>. o}
4m

A
[
\
[
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Pourles exercices 7, 8 et 9 :_classer les structures proposées en mobile (ou non
rigide), isostatique, hyperstatique (totalement ou partiellement).
a) ¢ b) 9
A B A B
c
A B
DAY
Fig. 25
a) b)
A Y F B A VF B
t)
A Y £ B
Fig. 26
a) b)
FAV) FoED, AV B 7D
\j c) \
Ay F oo
Y
Fig. 27
D Pour la ferme Polonceau propo- D Pour la structure proposée, tous les
sée, déterminer les efforts exercés dans angles sont de 30” ou de 60”. Les
les barres CD, DE et EF. charges exercées sont de 30 KN en C et
Réponse de 50 kN en E. Déterminer les actions
Tep = -9 550 daN, exercées dans les barres DE, DH et GH.
Ty = 6 910 daN,
Ty = 2 @daN.
2 000 daN
F G H
60°
A [C D E B
¥ 30kN 50 kN
44m‘L4m‘ 4miL4m 4m | 4m_
CE=FG=1m L T At D
Fig. 29
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Pour la structure de pont de type 3000 2000 2000 |4000
Howe proposée, déterminer les efforts L ‘LdaN 0 %daN {gaN
dans les barres CD, DE et DE i C
Rép £
Tep= = 3500 daN, ""
Tpe = = 2 120 daN,
Toe=0. A E F B
Fig. 30 | 4m>‘ 4m> 4m ole 4m >
Q0 0% : RS
J’rue‘re proposée supporte un > A
panneau d’affichage accroché en G, F et >
C. La pression du vent sur le panneau est > £
de 1 000 N.m™! par métre de structure. P 1 > ~
Déterminer les actions exercées dans 1(32? ';'éf:e R E
toutes les barres. de structure) ' RG A
> €
<t
Sl L |
" i
£
<
A 8 ¥
. 3m 3m
Fig. 31
ud Pour la structure de pont en k pro- 1800 daN c D
posée . > £
, . - - wn
a) Déterminer les actions sur les appuis E g‘{
en Aet B. vy
b) Déterminer les actions dans les barres . Yiooo! Gl1200 N X
CD, ED, EG et FG. | | i Y *rzoooi -]
Réponse I2m|2m,2m,2m,2m,2ml
A, = = 1800 daN ; A, = 1 650 daN;Bv:2550;
Ty, =542 ; Ty =~ T =— 3 330 ; Ty =- 542 daN. Fig. 32

Reprendre I'exercice 14 avec la ferme Fink propos&. Déterminer les actions
exercées dans les barres CD, CE, DH et HF.

="}

2 000 daN | 000 dal
2000 daN £
2 000 daN -
D
1 000 daN
A 300 H F
4
Fig. 33 % m | 4m e 4m ol 4m < 4m i 4m &
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d Pour le pylone proposé, [Iaction Q Reprendre I’exercice 16 avec le
des cébles électriques est schématisée support- de réservoir proposé. Les
par les forces de 400 daN en M. forces P (3 000 daN), verticales, en ] et
a) Déterminer les actions exercées par K, schématisent le poids du réservoir et
les appuis en A et B. les forces F (1 000 daN), horizontales,
b) Déterminer les efforts exercés dans en J et G, laction du vent
toutes les barres de la structure.
225 15 15 225 _
- el > | am
NP o -
) F|3000  P|3 000
E N LdaN LdaN
Yy M L Fo v YK
A K 4 ch 1000daN"
400 400 9
£ daN daN i -
2y \/ ™) F, 8 i
o A 1000 daN
/ H F G E
[} ™
¥ E F
E )
~
« £
' o
Y c D
\
£
2 £
o o
v ¥ A B ~\8
Fig. 34 Fig. 35
M| Une structure se compose de deux F,(40 kN)
arcs symétriques en treillis AC et BC arti- R 4 4
culés en A, B et C. F, (horizontale, h (30 kN)
30 kN) et F, (40 kN, verticale) schémati-
sent les efforts supportés. a) Déterminer 30° 5
les actions exercées par les appuis en A, A N
B et C. b) Déterminer les efforts exercés 3m_ | 3m_| 3m | 3m [ 3m_|3m |
dans toutes les barres de la structure. R
Fig. 36
O La structure de stade proposée sup- _
porte les charges de 15 kNen E et K, et - = |= "5
de 30 kN en FH et F (poids de la toiture). = il - of
Déterminer _les actions exercées dans les <5 oA
barres EC, DC et FG. )
Réponse :’}%
Foe = 225 KN () A 8 i 4
F,. = 180 kN (Q) .
Fro =45 kN(0) SmiSmiénenien)
Fig. 37
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FROTTEMENT

OBJECTIFS

m  Déinrr les notions dadhérence, de frottement & les paraméres

utilisés pour I'éude du frottement.

® Froncer les lois du frotement.

m  Déoire les notions de résdance au roulement e d'arc-boutement.
m Déveopper les principdes applications du frottement : coins et

cnes, pdier lisse, systéme visécrou, liens flexibles, roues libres.

Dans les chapitres précédents, les actions mécaniques de contact ont été schématisées
par des vecteurs-forces perpendiculaires (ou normales) aux surfaces en contact, les frot-
tements étaient négligés. Cette schématisation améne des erreurs systématiques relati-
vement faibles dans la plupart des problémes. Cependant, dans un certain nombre de
cas, la prise en compte du frottement est nécessaire, soit pour en diminuer les effets
(pertes d'énergie, amélioration du rendement, etc.), soit pour I'utiliser avec bénéfice
(freins, embrayages, courroies, arc-boutement, équilibre ou stabilité de certains méca
nismes, etc.).

1 - Adnhérence, frottement et grandeurs
ees a I'etude du frottement

Si deux surfaces en contact se déplacent ou glissent I’ une par rapbort a lautre, on dit qu'il
y a frottement. _

Losie as deux sufaes tedet & glisser nwisnie se déplacent pas, ondit qu'il y a adhé-
rence. S

1 ) H

1. Exemple 1

Soit un colis (1) de poids I? et de centre de gravité G, en équilibre sur un plan horizon-
tal (0). Analysons le comportement du colis et_}’évolution des actions de contact
(plan/colis) lorsqu'on exerce une poussée latérale F graduellement croissante.
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a) Cas du repos

78

colis isolé B
f
g J)/ \LL Y
o AN — — ¢
3
14 . A .
pression de contact N=-P

Fig. 1

17 schématise la résultante des actions de contact exercées par le sol sur le colis. Celui-
Ci est en équilibre sous I'action des deux forces Net P’ qui doivent étre égales et oppo-
sées (ligne d'action : la verticale passant par G ).

Si on exerce sur le colis (1) une poussée latérale fpassant par le centre de gravité G,
deux cas de figure sont possibles : adhérence ou frottement.

b) Cas de I’'adhérence

ST P

F J}/ \LL = P
/f(h\ — Foo |z
a

= .
) S,’A

pression de contact

Fig. 2
Il Ny a pas de mouvement, le colis est en équil_itgre et l’allolication du principe fonda-
mental met en évidence une force d'adhérence T, égde a F et de sens oppose.
T s oppose au déplacement éventuel de I'objet vers la droite.

alaméme valeur qu'au ) ; N P -
S F devient assez grande (F > Fhm“e) I’objet se met a glisser dans le méme sens que F
et on passe en phase frottement.
La valeur limite permet de définir le rapport de frottement statique w, (ou f), encore
appele coefficient de frottement dadhérence tel que :

) rapport de frattement statxque

fou coefficient de kfrattement“” adhérence) s iremd

Remarque : de la méme maniére, on def|n|t un angle de frottement stathue (@) O

angle de frottement d'adhérence tel que ! i‘% 2 f = tan o=  tan {txlme)

c) Cas du frottement

Si pour le cas précédent, F > F, . = u.. N, le colis se met & glisser dans le plan hori-

zonta. Il y a frottement entre le sol et le colis. Le glissement continuera a vitesse uni-
formes F = u. N (lavaeur de p IV éant légérement inférieure a p, .N). Le mouve-

ment sera accéléré s F est supérieure a cette

nouvelle vaeur limite. ’3
B _i.:,_JG . mouvement & vitesse constante
\A‘T ' ’
e
Fig. 3




7. Frottement

Remarques

La force de frottement T = u N = f N Soppose |, AT Faulibre limite

au mouvement du coliset est al’origine despertes |7 -2 0w T f N=p. N
d énergie par frottement. S I'objet est aréé il ,\,o{‘,f"

faudra, pour le remettre en mouvement, fournir ' F
un effort F = uN. Les phases observées sont adnérence | glissement >
résumées par le graphique figure 4. = 4‘ = =

2. Exemple 2

Posons le calis de I'exemple 1 sur un plan incliné (0) dont I'angle d'indinaison («) est
varigble. A schématise la résultante des actions de contact exercées par le plan sur le colis.

a (variable)

horizontale

Fig. b

Les phases et |es propriétés précédentes sont retrouvees :

- S a < ¢, lacaisse en éailibre reste en égilibre (& = - P).

- S a = ¢, la caisse en mouvement continue sa descente a vitesse congtante.
PourcecasT=fN=uN ae N =P cosa

- S a > ¢, la casse en mouvement continue sa descente a vitesse accélérée, T reste
égdeauNetN=P cosa.

3. Facteur ou coefficient de frottement

LOou f, w ou f, e, & ¢ nedependent ni de I'intensité des efforts exercés, ni de I'sten-
due des surfaces en contact. 1ls dépendent essentiellement de la nature des matériaux en
contact et dans une moindre mesure de la quaité (rugosité) des surfaces en contact,
W €t o varient auss avec la vitesse relative de déplacement des surfaces en contact.

Valeurs indicatives Adhérence Frottement (glissement)
de pr, et pt M, = f = tan g, p=f=tang

nature des matériax & sec Iubrifié asec Iubrifié

acier sur acier 0,18 0,12 0,15 0,09

acier sur fonte 0,19 0,1 0,16 0,08 a 0,04

acier sur bronze 0,11 0,1 0,1 0,09

téflon sur acier 0,04 0,04

fonte sur bronze 0,1 0,2 0,08 a 0,04

nylon sur acier 0,35 0,12

bois sur hois 0,65 0,2 04a0,2 0,16 4 0,04

métaux sur bois 06a05 0,1 0,5a0,2 0,08 20,02

métal sur glace 0,02

pneu voiture sur route 0,8 0,6 0,3 20,1 sur sol mouillé
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4. Cone de frottement

Utilisé avec les résolutions graphiques, le cbne de frottement permet de donner une
“image’ au frottement et simplifier les études.

Caractéristiques

- (A) est le point de contact entre les
solides (1) et (2).

- () est le plan tangent en A au plan tangent
contact entre (1) et (2). en Aau contact
~ (), appelée normae au contact,

est perpendiculaire en A a (t). -
- le cone de frottement est le cone de | cone

sommet A, d'axe 7, et de demi-angle | dadhérence

au sommet ¢ (cone de frottement) ou
o, (cdne d adhérence).

Fig. 6

Remarque : dans la plupart des exercices et dans un but de simplification, on confond
adhérence et frottement (¢, = ¢ et §, = § =tan ¢). Ce qui est vrai dans un plan I'est
également dans toutes les directions de I’ espace autour de I'axe 7.

|| - Lois du frottement (lois de Coul onh)

Les lois sont exprimées pour deux solides (0) et (1) en contact en un point A. A_O/; sché-
matise |'action exercée par 0 sur 1. Un cbne de frottement est utilisé pour aider a la
compréhension et simplifier les interprétations.

80

a) Cas de I'adhérence "
- 1 n'y a pas de mouvement. "o
- -
- La force d'adhérence T, S oppose e&ggmfggfy‘ | Ao
au mouvement éventuel de (1) par |parrapporta0 i,/ |
Q——T |
rapport a (0). |
- AO/1 est contenue dans le cone de AT t
frottement dadhérence. Autrement _
. Fig.7
dit :
(22 S (PS TG s MSN
b) Cas de [I'équilibre limite ou de I'équilibre strict
Il Iy a adhérence, on est dans le cas particulier ot @ = ¢, & T,= p.N=f.N.
AO/1 est située sur le cone de frottement d adhérence.
c¢) Cas du frottement avec glissement
3 i .
mouvement de 1 = Ay
par rapporta 0 ilo :
—— i
C — = < ;,' -
Vatno T t

Fig. 8



7. Frottement

VAI/(; caractérise la vitesse de glissement du point A appartenant au solide (1) par rap-

port au solide (0).

La force de frottement T'est opposée a V,, , (S oppose au mouvement), K(;; est située
sur le cobne de frottement. Autrement dit :

a=¢etT=uN=fN avec f=tang¢

d) Exemple

La voiture proposée est
en équilibre dans la posi-
tion indiquée, les roues
avant sont décollées du
sol (pas de contact en A)
et sont en contact en B
avec un trottoir de hau-
teur h. Les frottements en
B & D sont caractérisés
par s = fr = 08

P {1800 daN) schématise
le poids du véhicule. Les
roues arriere sont mo-

trices et les roues avant porteuses. La voitu-
re peut-elle monter sur le trottoir sans élan ?

Résolution

Fig. 9

a) Isolons les roues avant (3).

Les roues (porteuses) sont soumises a l'ac-
tion de deux forces égales et opposées dont

la ligne d'action et AB
— —
BO/3 = “Al/a

b) Isolons I'ensemble du véhicule (1 + 2 + 3).
Le véhicule est soumis & I'action de trois =3
forces concourantes au point | (I est situé a

I'intersection de P avec B, ).

Pour la configuration
donnée, |'équilibre du
véhicule impose que D_O/;
passe par I, ce qui n'est
possibleques a > ¢ (5;;
en dehors du cbne de
frottement). On est en
contradiction avec les lois
du frottement, autrement
dit, les roues arriére pati-
nent en D sur le sol, la
voiture ne peut pas mon-
ter sur le trottoir.

Bilan des forces extérieures

F., PS| D I (daN)
By B AB | ?

2 G | Verticale | 1 800 daN
5:/2 D ? ?

cone de frottement en O

T
P p
‘ 1800daN o >¢ = impossibilité

Fig. 11
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Remarque 1 :la hau-
teur maximale (h,_.) que
le véhicule peut grimper
est obtenue lorsque les
roues ariere sont a la
limite de I'adhérence e
du glissement (D—o/; est
Stuée sur le cone de frot-
tement en D).

Fig. 12

Remarque 2 : les performances peuvent ére améiorées en chargeant davantage I’ ar-
riére du véhicule &fin de déplacer |e centre de gravité G vers la droite et rapprocher aing
I du cone de frottement en D.

¢) Cas des roues avant motrices

Les roues ariere sont
porteuses, il en résulte
que D,,, passe par C (rai-
sonnement  andogue  a
celui du paragraphe a) et
est pardléle a ?
L’équilibre n'est possible
que S BT)/S et Padlde
aux deux autres forces, ce
qui implique que ag > ¢. - : «
On est encore en contra- cone de frottement en B
diction avec les lois du

frottement e les roues F'g- 13

avant peatinent en B.

d) Casde quatre roues motrices

11 exige une infinité de
solutions possibles. Seule
condition : le point d'in-
tersection I des trois
forces concourantes doit
étre Stué sur ‘ladirection
de P, entre les points
limtes M et N des cones
de frottement en B et D.
Autrement dit, quel que
soit ] entre M et N, B, , &t
D,,, sont & I'intérieur de
leurs cones respectifs et la
voiture monte sur le trot-
toir. Une résolution est

possible en supposant :

Icéne en B coneen [}

a,= a,. Fig. 14



7. Frottement

11 - Applications usuelles du frottement

1. Coins et cOnes

a) Principe
Un coin est un organe simple permettant de transformer une charge appliquée en une
autre, beaucoup plus grande, dans une direction approximativement perpendiculaire.

Exemple : cade de réglage a pente

charge (Y F—

[
F=P[tan(6+¢) + tan @]

Fig. 15

La cde a pente (2) permet de soulever la charge (1) de poids P’ En générdl, les équi-
libres de solides se raménent a trois forces concourantes et des hypothéses supplémen-
taires sont indispensables pour placer les diverses résultantes.

b) Formules utiles

(serrage)

) ’+

Fig. 16
c) Assemblage par cones
Les assemblages par cones sont de la méme famille.
S p est la pression de contact entre les deux cones, celle-ci doit étre inférieure a la pres-
sion de matage.
Il'y a coincement entre les cones lorsque a < ¢.

La conicité C est égale a: | ‘c.D=d
ok

f=p.n.(R2-r2)(1+ f /tan o)
Fg=p.n . (RZ =) (1= f /tan o)
M=%p.n .(R3—r3)f/sinoc

M (couple)

~ p! -
o M: couple transmissible (Nm)
\ Fs et Fy - efforts (N)
d=2r p : pression de contact (Pa)
- R €t/ : rayons (mm)

f: facteur de frottement (sans unité)

Yig, 17
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2. Palier lisse, coussinet et articulations cylindriques

On se place dans le cas d’'un fonctionnement a sec ou Iégéerement lubrifié (pas de fonc-
tionnement  hydrodynamique).

F schématise la charge sur I'arbre ou sur le palier.

f = tan ¢ caractérise le frottement entre arbre et
logemert, _,

Apr = N+T, en A, est larésultante des actions exer-
cées par le logement sur I'arbre. A,/; est tangente au
cercle de centre O et de rayon r = R sin ¢.

Test la résultante des forces de frottement.

M est le couple nécessaire pour vaincre le frottement.
On montre : Fig. 18

M=F.r=FRsing=F . f R=u.F.R (pfaible)

Exemple : prenons le cas d'un levier articulé transmettant un effort A & une barre (1)

aticulée en A. F (150 N) schématise |'action de |’opérateur, U = f =tan ¢ = 0,32.
— —

Déterminons les actions exercées par latige (A') et celles entre 3 et 2 (R3,,) a I'équilibre.

Résolution : le levier 2
est soumis a |'action de
trois forces concourantes
(en 1), F verticale (150 N) ;
A_l/; horizontale en A ;
R_S/; tangente au cercle

R sng=65sn ¢=19,8
soppose au  mouvement
éventuel de 2 par rapport
a 3.

Résultats
A =370N \\’( F (150N
R,, ~400N _ ' / mouvement
it s Rsinp=198 éventuel de 2/3 clne de frottement en {

Fig. 20

3. Paliers a butée, disques de friction

Les paliers a butée sont utilisés pour épauler ou arréter les arbres et les axes de trans
mission. Les disques de friction, analogues dans le principe, sont employés dans les
freins et embrayages.

Formules utiles : f = u caractérise |e frottement entre |es surfaces frottantes, F est I’ ef-
fort presseur et M le couple transmissible entre (1) et (2).
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F

frottante

Fig. 21

4, Systéme vis-écrou

Afin de smplifier I'éude, prenons le cas d'un filet carré (non normalisé) : a est I'angle
d'hélice ; p le pas ; r le rayon moyen ; F la charge axide sur la vis ; C,, le couple néces-
saire a la montée de la vis ; C, le couple nécessaire a la descente de la vis.

f = U =tan ¢ est le frottement entre vis et écrou.
L’ éude est dérivée de celle du mécanisme a coin (paragraphe 1). Le filet peut ére com-
paré a un coin enroulé autour d'un cylindre (angle coin = angle hélice).

C,=F.rtan(a+ g

C,= F .rtan{p- 0
cas a < ¢ de l'irréversibilite

Cy;=F.rtan(a- ¢

C', est le couple nécessaire au maintien
pendant la descente dans le cas de la
réversibilité a > ¢.

Remarque : C’; améme sens que C
alors que C, est de sens opposé.
h-réversibilité I'irréversibilité et la
propriété qui permet a un écrou de ne
pas se desserrer aprés avoir été blogué.
Elle est obtenue s a < ¢.

Dans le cas de I'irréversibilité, la vis sou-
mise a la charge F reste en place sans
couple supplémentaire.

Si le systeme est réversible (a > ¢), un
couple supplémentaire C', sera néces
saire pour maintenir la vis en place.
Dans le cas contraire._,) la vis descend
seule sous I'action de F.

écrou 1
(fixe)

Fig. 22

descente

descente L F

=

Rip 2
écrou \ -
. 0
i\ Rip
cas o> e cas <o
réversibilité irréversibilité
Fig. 23
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Rendements (filet carré)

tan e
: M el Pt St s oy o R0
Casd un filet triangulaire ISO (§ = 60°, a = angle d'hdlice)
e gesd |

2

1-f -,tanot[ly';;-':tan2 —g cos? a)

5. liens flexibles (courroies, cables, etc.)

Les liensflexibles peuvent &re des cébles, cordages, bandes de freins, courroies.. .
T, et T, schématisent la tension du lien (T, > T3) et B I'angle d’ enroulement sur |a pou-
lie ou le tambour.

1 )' trongon I isolé

y

Ty L>T1

Fig. 24

Larelation de base s obtient en isolant un trongon éémentaire IJ (d6 tres petit, dN sché-
matise | effort normd, fd N laforce de frottement avec le tambour et dT |’ accroissement
de tenson du lien). On montre (e exponentidlle) :

o e Tt

Exemple : déerminons le rapport des 172 tour 3/2 tour
tensons d'une corde enroulée sur un S
tambour dans le cas d'un enroulement
d un demi-tour et dans le cas d'un tour &t
demi (1 = f = 0,25).

a) Danslecassd'un1/2tour: B=x et
T,=T,e0®x0=22T,

b) Dansle cas d un tour et demi :
p=3n¢

T, = T, e025x3x9 2 10,6 T, re22T
Remarque : T, e multipliée par 5 envi-

1| _tambour

ron en faisant un tour supplémentaire. Fig. 25



7. Frottement

IV - Résistance au roulement

e mouvement

7

bourrelet de matiére \
s'opposant au déplacement

Fig. 26

Au cours du roulement sous la charge I-T,) un bourrelet de matiére se forme devant I'éé-
ment roulant et s oppose au mouvement, c'est la résistance au roulement.

R’ schématise la résultante des pressions de contact exercées par le bourrelet sur I'élé-
ment roulant entre a et b.

I-T,; représente la force qu'il faut exercer pour assurer ou maintenir le roulement de I'élé
ment roulant.

L' application du principe fondamental de la statique donne :

a coefficient de résistance au roulement
a
K =9 F ratiedr a fa= 7 f t de frottement de roulement
rayon de r I'élément roulant

Remarque : a dépend de nombreux paramétres : éadticité des matériaux, rayon de la
roue, vitesse de déplacement, rugosité des surfaces, etc.

Matériaux en contact a {mm) Dispositifs fx
acier sur acier 04 roulements a billes 0,0015
fonte sur acier 0,5 roulements a rouleaux 0,002
élastomére sur bitume 3al15 roulements a aiguilles 0,004
pneu sur bitume 20a 30

roue métallique sur béton 10415

roue wagon sur rail 0,5al1

\/ « Arc-boutement

Régulierement utilisé, I'arc-boutement est une conséquence du frottement et de I'adhé
rence. De nombreux dispositifs fonctionnent sur ce principe : serre-joint, échelle, roue
libre, serrage par excentrique.. .

Dans certains cas (coulisseaux, etc.), I'arc-boutement engendre des blocages intempes-
tifs et est a proscrire.
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Définition : pdur un solide soumis a I’ action de n forces extérieures, on dit qu'il y a arc-
boutement chaque fois que le phénoméne de frottement provogque une impossibilité de
mouvement (ou I’ équilibre), quelle que soit I'intensité des forces mises en jeu.

1. Arc-boutement sous I'action de deux forces égales et opposées

Exemple : roue libre

Trés utilisées, les roues libres transmettent le mouvement de rotation recu uniquement
dans un seul sens (embrayage ou blocage dans un sens, débrayage dans |’autre). Elles
peuvent, selon les montages, assurer des dépassements, des indexages, des antidévi-
rages ou des antiretours.

Principe

rouleau (rayon 1) sens
équilibre

?Jﬁ?ﬁgﬁr du rouleau

tambour / ‘\

arbre came N

senB roue-libre

Fig. 27

Le poids du rouleau et I'action du ressort sont négligeables devant les résultantes X et ?
Le rouleau est soumis & l'action de deux forces Aet B qui en cas d'équilibre doivent étre
égales et opposées (A = - B Ilgne d'action AB). D’aprés les lois du frottement, I’équi-
libre n'est possible que s Aet B sont contenues dans leurs cones de frottement respec-
tifsen A et B. Il en résulte que I'angle d’inclinaison (or) de la direction AB par rapport a
la droite OA doit étre inférieur a I’angle de frottement (¢) : @ < ¢. De méme, les para-
métres R, r, h, a de la roue libre sont liés par la relation : : N

2. Arc-boutement sous I'action de trois forces et plus

Le dispositif expérimental proposé figure 28 se comporte comme de nombreux méca
nismes usuels basés sur |'arc-boutement (serre-joint, etc.).

L’ appareil se compose d'un coulisseau (1 + 2 + 3), (2) et (3) sont des piges ou des axes
encastrés dans la plague (1). Un crochet réglable (4 + 6), qui peut ére déplacé dans une
rainure oblongue entre M et N supporte la charge P.

Remarques : on peut considérer P comme une sorte de résultante d’actions diverses
qui seraient exercées sur le coulisseau. Pour certaines positions de Pentre M e N
(X > X,), le coulisseau reste en équilibre en s'arc-boutant en A et B. Pour d autres posi-
tions (X < Xp) il y a glissement vers le bas de celui-ci.
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7. Frottement

Equilibrede 1+ 2 + 3 2

. 5 <>
~ Il y a frottement ou adhérence 3 —\
. -
en A et B et les actions Ag,; et

g .
By, sopposent au glissement
vers le bas du coulisseau. A
7 . - - —
I"équilibre, A; 4, Bs, et P sont
concourantes en |,

X
6
(pivot réglable)

A

X .

- Pour la postion particuliére
X = X,, Ay € B, sont situées

/
\

sur leur cone de frottement et les =

[
|-

trois forces sont concourantes Fig. 28
en I,

-3 X < X,, I'équilibre n’est pos-
. . =

sible que s A;; ou B, est en
dehors de son cbne de frotte-
ment, ce qui est en contradiction
avec les lois du frottement. Pour

ces cas, il y atoujours glissement. mouvement
éventuel

du coulisseau

- S @, = gg = ¢ On montre que :

A

glissement

arc-houtement

X <X

x > Xb

Fig. 29

EXERCICES A RESOUDRE

Q

=

b) Déterminer le couple de serrage sur |’ écrou.

La clé a excentrique proposée permet de serrer des écrous ou des vis (3) de
dimensions différentes. Le profil en came du manche (1) est rédisé de facon que la
droite AD conserve une direction fixe (30" par rapport au manche), quel que soit
I’écrou. F (10 daN), perpendiculaire au manche, schématise |'action de |’ opérateur ;
les poids sont négligés ; le frottement en A est u, = f, = 0,15.

a) Isoler le manche (1), en déduire les actions exercées en A et B.

Réponse

Rép.: A, =-B,=625daN; B,=59,8 ;A, =49,8;, C=134 Nm.
3 2 1

24 ;]4

110

T

Fig. 30
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B Ure voiture est & I'arét
dans une pente de 20 % ; le
fren a man actionné agit sur
les roues avant, les roues arrie-
re sont en roue libre P
(1 335 daN) schématise le poids
du véhicule, les actions exercées
sur les roues en A e B sont
schématisées par des vecteurs-
forces passant par ces mémes
points. Le frottement en A et
caractérisé par p, = fa = 0,6.
a) Isoler I'ensemble de la voitu-
re (1). L’ équilibre de la voiture
es-il possble ? S oui, détermi-
ner les actionsen A et B.

b) A partir de quelle pente 'y a-
t-il glissement du véhicule ?

horizontale /

Fig. 31

i .
1 335 daN

¢bne de frottement en A (fan@= 1= 0,6)

Reprendre_ |'exercice 2, le frein a main
agit sur les roues arriere et les roues avant
sont en roue libre, wg = f; =0,6

(d _ Reprendre I'exercice 5, avec
f = 0,35, le frottement entre 0 et 2
n'est pas néglige, 6 = 8'.

Rép
pas de glissement ; A = 458 daN ; B = 891 daN.

F=2120daN; F’' =~ 1030 daN.

90

Q Reprendre |'exercice 2, le frein a
man et reéché e le frein a pied,
actionné, agiten A et B; f, = fp =

Réponse

trois forces paralléles ; pas de glissement ;
A =467 daN ; B = 868 daN.

H.La position de la plece (2), suppor-
tant une charge verticde P P’(2 000 daN),
et gustée en hauteur par une cde en
pente (1), angle de 5,71°. Les frotte-
mentsentre (O et 1) (1 et 2) sont carac-
térisés par y = f = 0,15. Le frottement

entre O et 2 est neglige. a) A partir de
| auelle valeur de Fle levage de (2) est-il

possble ? b) Quelle force faut-il exercer
pour abaisser la charge ?

P (2 000 daN)

Une presse a vis se compose d une
visafilet caré 2 (pas 8 mm) manoeuvrée
par un volant 3, un béi fie 1 & une
plague de serrage 4 ? Les frottements
entre les filets de la vis et ceux de I'écrou
sont caractérisés par u = f = 0,2.

a) Déerminer le couple nécessaire a
exercer sur le volant pour engendrer un
effort presseur de 400 daN.

b) Que couple faut-il fournir pour des-
serrer la piece 5 ?

C,=138Nm;C, = 4,32 Nm.

piece a
serrer

Fig. 33




7 Frottement

| Un tendeur de céble se compose
d'un écrou (1) et de deux vis (2) et (3) de
diamétre moyen 36 mm et de pas
4 mm. @ Un couple de 240 Nm est
nécessaire pour tendre le cable ala
valeur souhaitée. Déterminer F & f=y
= 0,2 entre les filets supposés carrés.

b) Déterminer le couple de desserrage.

2 (filet & gauche) \ 3 (filet a droite)

Fig. 34

d unece pour serrer des filtres a huile
d’ automobile se compose dune bande
en acier, articulée en A et B (pivots) sur
un levier, et enroulée autoyr du filtre
comme I'indique la figure. F schématise
I’ effort de serrage exercé par |’ opérateur.
S R=50;f=y= 0,3 (entre bande et

filtre) ; OA = AB = 50 mm ; L = 150.

Y at-il compatibilité entre les dimen-
sions du levier et les capecités de la
bande ?

Re

M| Une poche (2), utiliste pour le
transport de I'acier en fusion, est soule-
vée par deux crochets (1) symétriques.
Le basculement est réalise par une
barre (3) articulée en B sur la poche.
Les liaisons en A et B sont des liaisons

pivots de centres de méme nom, P

(1 000 daN) schématise le poids de la

poche Le frottement en A est :
=fa=0depy=f;=

A partir_de quelle valeur de B obtient-

on le basculement de la poche ?

Indiauer la position de la génératrice de

contact entre 1 et 2.

1500

Fig. 35

oui | Capacité bande = T, = 4,81 T, ; i}
capacité levier = '[‘B =4T,

levier (1)

Fig. 36

L Pour le frein & bande proposé, F
schématise I'effort de fremage 5 et T,

les tensions de la bande (T >T,)et B
I'angle denroulement sur le tambour.
L'articulation A est commune a la
bande et au levier. La bande est
manoavrée en B (pivot) par le levier.

a) Déterminer |la valeur de T, en fonc-
tion de F. b) En déduire le couple (C)

de freinage en fonction de T,.

Réponse

C=&(e”-)R

tambour
de frein

D Reprendre I’ exercice 11
avec le frein a bande différen-
tiel proposé. La bande est
aticulée en B e C sur le
levier. A est une liaison pivot
fixe

(C )

Y
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« HI Un barbecue pour cheminée d'inté-
rieur se compose d'un socle (2) avec tige
de cuisson (3) solidaire de deux axes
cylindriques (5) et (6). L’ensemble (3 + 4
+ 5 + 6) et réglable en hauteur. P
(6 daN) est le poids de I'ensemble, les
actionsen A etBentre 2, 5 et 6 sont

schématisées par des vecteurs-forces pas-

sant par ces points, u = f, = f; avec
fz = 0,08.

a) Montrer que I'ensemble (3 + 4 +5 + 6)

reste en équilibre et qu'il y a arc-boute-

ment en A et B quelle que soit lavaeur

de P.
b) Déterminer |a valeur des actions en A fi= fy=tan 9= 0,08
et BS P =6daN et g celesci ont méme Fig. 39

inclinaison (&, = ap).

d une pince pantographe utiliste en
manutention est accrochée en A aun paan
(2). Elle se compose de deux barres (2) et
(3), aticuléesen A sur () etenCet Ba
deux leviers (4) et (5). Les leviers sont arti-
culés entreeux en D et en E et F a deux
patins (6) et (7) qui « pincent » la charge a
soulever (8). Lesliasonsen A, B, C, D, E
et F sont des Iiaisonsrpivots dont les  gig. 40
centres portent le méme nom, les actions
en ces points seront schématisées par des vecteurs-forces. P’ (100 daN) schématisele
poids de la charge (8) ; les autres poids sont négligés; I’ ensemble et symétrique et les
frottements entre 6, 7 et 8 sont y = f = 0,8. Du fait de la symétrie, on admettra sans
démondtration que D4,5 ou D5/4 est horizontale (ou perpendiculaire a AD).

a) Déterminer les actions exercéesen A, B,C, D, E et F.

b) Pour_quelle valeur de f la charge (8) inss&t-elIe vers le bas ?

330 75,75

e

Rép
A =0; A—lOOdaN C,=410=-B;C, = B 50 ; D=640;Dy=0;E,=—Fx=230;Ey=Fy=50;f<0,217.

%3~y

L La pince proposée est utilisée en
traitement thermique pour la manipula
tion de petites pieces. F et —F schéma-
tisent les actions de |’ opérateur. Les
poids des pieces sont négliges ; I'en+
semble est symétrique et en position
horizontdle. Quelle doit étre la vdeur
minimale du frottement en A & B

(f, = fs = f) pour que le cylindre (1)
(0 = 150 mm) reste en équilibre ?

Fig. 41
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STATIQUE
DANS L’ESPACE

OBJECTIFS

m  Rapde queques notions indispensables aux  éudes  dans
I'espace : vecteurs postions, coordonnées d'une force € wvecteurs-
moments.

B Enoncer le principe fondamentd de la dtatique pour un  systéme
dattions dans |'espace

m  Indiquer les principaux cas particuliers d application.

En statique dans I'espace, les actions, les vecteurs-forces et les vecteurs-positions sont
définis dans les trois dimensions (x, y, z). La notion de moment algébrique ou scalaire
utilisée en statique plane ne suffit pas. Il est nécessaire d'utiliser la notion de vecteur-
moment (voir chapitre « moments et couples » pour appliquer le principe fondamental
et résoudre les exercices. Sauf cas particuliers de symétries, les résolutions graphiques
ne sont plus utilisables. Pour ce chapitre, I'utilisation des vecteurs-forces est suffisante
pour schématiser les actions mécaniques. S'il est nécessaire de détailler les actions exer-
cées sur les liaisons (voir chapitre suivant « torseurs d' actions mécaniques »). Le passage
du plan (x,y) a I’espace améne une dimension supplémentaire (2) et multiplie par deux
le nombre des équations et les difficultés de calculs.

1 -Rappels

1. Vecteurs positions

Ils permettent de définir la position des différents points :

OA =X, T+ Y, T+ Z, K.

A partir de OA et OB, on peut déterminer AB tel que :
AB=AO + OB = OB~ OA

i

/v ligne d’action de F |

e

AB = Wy = X)T+ (g~ YO T+ @~ Z) K
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2. Coordonnées de la force f)

F=F, .?4— Fy?-&- F, .F

Remarque : F- F. uF—FC0501+Fcosf)1+Fc030k
avec: up = COs#6, z+cose j+coss, K

[uzll = cos? 8, + cos? 6, + cos2 6,=1

3. Moment de la force Fpar rapport au point A

SB est un point quelconque appartenant a laligne d' action de F le moment au point
A de Fest défini par le proclit vectorid

Remarque : le module du vecteur est |M,(F)l = AB . F . sn@
g éant I'angle entre AB et F.

|1 - Principe fondamental de la statique

Le principe fondamenta a é&é énoncé une premiére fois dans le chapitre satique plane.
L’ énoncé qui suit n'en différe que par I” équation du moment résultant, écrite sous forme
vectoridle en utilisant des vecteurs-moments.

Le principe des actions mutuelles, le principe de transmissibilité des forces, I’isolement
d' un solide, la méthode générae de résolution d’ un probléme de statique et I’ gpplication
aux ensembles de solides sont inchangés (voir gatique plane).

1. Enoncé
Un solide en équilibre sous I’ action den forc&sa(térieurs—l?l, F, F; ..., F resteen
équilibre s :
a) lasomme vectoridle des n forces est nulle
i:lf-fﬂ_:f +E+B+.. +E=0 : ekl

b) le moment résultant des n forces en n'importe que point A de I’ espace est nul
3 W5 = MF) + M)+ MJ(F) . M{F)=0 (2

Les équations vectorielles (1) et (2) donnent chacune trois équations scalaires de projec-
tion sur lesaxes x, y € z.

Dans le cas le plus générd, on disposera de Six équations scalaires qui permettront de
déterminer, a plus, six inconnues. Les inconnues sont les coordonnées Fx, Fy et Fz
des forcesF (on peut égdement utiliser le module de la force et deux angles).



8. Statique dans I'espace

2. Forme générale des équations de projection
E,.=Ex.17)+Ey.7+Ez.?
Fx E (K E
F‘f{ﬁy Bl By E’{nyc} . BlE
Rz Fz Fz Ez
Y Fx=Fx+Ex+FEx+.. +Ex=0 (1)

s2ﬁ=6=> YFy=Fy+Fy+Fy+...+Fy=0 (2)
_ 2 Fz=Fz +Fg +Fz+...+Fz=0 (3)

MA(E)=M,x(E).T +Muy(E).7+ Maz(E).K
M, x(F) M, x(F) Mix(E)|  __ Max(F)
M, (R){ May(R)} Ma(E)< May(E)} Ma(E)< May(E) ... Ma(E) Mavy(E)
M,z(F) M,z(E) M,z (F) M.z(F)
2 M (B)= Mux(B) + Max(B) + Max(B) -+ Max(E) =0

Remarque : si M; est un point quelconque de la direction de F, M, un point quel-
= . =
conque de F,, M; un point de F;, etc.

MJF) = AM, A F, ; M,(F,) = AM, A F, ; M(F,) = AM, A F, ; etc.

Cas particuliers Solide  isolé Equation gg:‘im;
de projection dinconnues
Cas ol toutes les forces 2 Fx=0
sont: concourantes 32 fy=0 8
au méme point 2 Fz=0
2 Fx=0
Cas ol toutes les forces S Fy=0
sont concourantes S Fz=0 5
sur la méme droite S My (F)=0
3 Mpz(F)=0
2 Fx=0
Cas de forces Z Myy(F)=0 3
paralléles S Myz(F)=0
Cas ou toutes les forces S Fx=0
sont contenues S Fye 3
dans un méme plan (x, y) Fiy=0
(statique plane) Z Mz (F;)=0
2 Fx=0
2 Fy=0
Cas général 2 Fz=0 6
2 Myx(F)=0
2 Myy(F)=0
S Myz(F)=0
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EXERCICES RESOLUS

‘ Une porte coulissante se compose d' un panneau (1) équipé de deux galets de rou-

lement (2. et 3) et d'un rail de guidage (5) fixé horizontalement sur un mur (6). La stabi-
lité latérale de la porte est assurée en A par un gaet (4) dont I'axe de rotation est verti-
ca (2). Les gaets (2) et (3), axes de rotation paralléles a X, sont en contact en B et C
avec le rall.

La porte est en équilibre dans la position indiquée, les frottements et la résistance au rou-
lement sont négligés. Le poids de I’ensemble (1 + 2 + 3) est schématisé par P (—>500 daN)
en G. Les actions exercées en A, B et C sont schématisées par des vecteurs-forces pas-
sant par ces mémes points.

Isoler I'ensemble (1 + 2 + 3) ; en déduire les actions exercées en A, B et C.

4000

Fig. 3

Résolution
) . ) L. - = =
L’ensemble (1 + 2 + 3) est soumis a I’action de quatre forces extérieures : P, B, Cs,3
emmd . . . L .
et A, ; appliquées en G, B, C et A, et de coordonnées cartésiennes :

0 A B, C,
10 TO}E’{O}F{O}
-mg=-500daN 0 B, C.

Les coordonnées inconnues A,, B,, B,, C, et C, sont toutes supposées positives (orien-
tées positivement) au départ de I'exercice. Appliquons le principe fondamental de la sta-
tique :

a) La somme vectorielle des 4 forces est nulle :

P+Ay+Bsp+Cs3=0

En projection sur les axes X, Y, Z, on obtient :

sur X:2FX=0+A +B +C. =0

surY:2FY=0+0+0+0=0

surZ:XFZ=-mg+0+B,+C,=0 00— ,
A+B +C =0 (1)

Il en résulte 2 équations significatives : B +C,=mg=500daN (2)




8. Statique dans I’ espace

b) Le moment résultant en n'importe que point de I’espace des 4 forces est nul.
Afin de simplifier les calculs, choisissons le point B. Notons que le point C est auss inté-
ressant.

My(P) + My(Cy ) + MylA, ) = O avec My(Bs,) =0

M{P)=BGAP =| 4500 0= |--200 mg
2000 - Ny 0

— s 0

MyCs9=BC A Cs;, =3000  C.p=| 3000.Q)
0 ¢ | [-3000. C,

., | -180 0
MgA,)= BArA,,;=| 3900  A0|=[-4000.A,
-4000 0] |-3900.A,

En projection sur les axes X, Y, Z, I'équation du moment nous donne :

_1500.mg

surX: X Mpx(F)=-1500.mg +3000.C,=0 (3) =C, =350 =250daN
7 _ -200.mg

SU)‘Y:EMBy( i)= _200.mg_4000Ax —0 (4) =>AX=W="25daN

surZ: % Myz(F)= ~3000.C,-3900.4, =0 (5) :>Cx='—3§980°6i=32,5daN

Remarquons que I'on dispose pour cing éguations de cing inconnues, la résolution com-
pléete est donc possible. Reprenons les équations (1) et (2) pour terminer le cacul :

(20 - B, =500 - C, =500 ~ 250 = 250 daN

(1) > B,=A-C, = 25 - 32,5 = - 7,5 daN

Résultats

H{_ 25daN} _}{— 7,5daN} c_>{ 32,5daN} ||Bj/2|| =/75%+250° =250,1 daN
5/3

Ay 0 Bs,; 0 0 s
0 250daN 250daN ) (|| = /3257 + 2507 = 2521 daN

Remarques : lorsque I'on déplace la porte, a devient variable ;
RN -
BA' = -180 i+ (1 500 + a)7— 4 000 k ; seule I'éguation (5) est modifiée et donne :

c =-{1500+a) » _({1500+q)x25 (5)
- 3000 "x "~ 3000

X

B, =250 daN; C, =250 daN; A, = - 25 daN ne changent pas. Seules B, et C, varient
et vérifient les équations (5') (1)
a (mm) 0 500 1000 1500 2000 2500 |3 000
C ,(daN) | 125 16,7 20,8 25 29,2 33,3 37,5
B, (daN) | 12,5 8,3 4,2 0 -4,2 -83| ~125
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STATIQUE

a Le dispositif proposé représente, en coupe, une partie d’'un réducteur a roue et vis
sans fin. L’arbre de la vis (1) est monté sur deux roulements (3) et (4) Les actions exer-
cées par les roulements sont schématisées par les vecteurs-forces BS/L et C4/1 pgssant
par les points B et C. L'action du moteur est schématisé par le couple C_—_* — 100 j(Nm)
en D. U actlon de la roue dentee 2 &ct schématisée par la force A,, en A avec
Az/l— F; 1+F 1+FR k =250 1-1_12)9 ]_—)654 % (daN).

Connaissant A,,, et sachant que B, = B;,; . v = 0 (compte tenu des épaulements du rou-
lement (3)), isoler I'arbre (1) et déterminer les actions sur les roulements.

Résolution
ZA - - - -
\ 1A s H
——am - S
‘Q 8' H IC\
| y H | B =
i ,.B_GDX_—%———'—A - \ . —?
.
AN
e
SSPR
0 N} r
N N
B 1m0 ' 150 o 150 N
Fig. 4
T .
| " 4 R 1179 A CA
- \ [
Awm. ‘9\ R Tes0) e
! /AN L AN y
couple ! F‘“\l
C=-10.y ANGEEE ¢
10 m.daN 110 150 \ 150 \
X
Fig. 5
L’arbre est soumis a I’action de trois forces et un couple de coordonnées :
. =F =250daN B, . C, _|o
Az/1 A,=-F,=-1779daN B3/1 0 Cii{ C, couple C { —10000daNmm
A,=-Fgz=-654 daN B, C, 0
projection sur x : C .+ B, = = 250 (1)
—_—

Principe fondamental : Ay + By + Copn = 0 { projectionsury: C,=1779=0  (2)
projection sur z : B, ¥ C, = 654 (3)

Moment résultant en B nul :

—

—>
MB( A2/1)+ MB( B3/1) + MB( C4/1)+C= O

N s |0 250 o] |& 0
G =BA AAy+0+BC A Cyu+C =[150[a]-1779}+|300Jn| C,|+|- 10000
40| | -654 of |c 0
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8. Statique dans I'espace

Projectionsur x : = 26 940 + 300 C, = 0 (4)

Projectionsury : 10 000 - 10 000 = O (5)

Projection sur z: - 37 500 - 300 C, = 0 (6)

Les équations (4), (6) et (2) donnent : C, =~ 125daN ; C, = 89,8;C, = 1 779 puis (1)
et (2) donnent : B, = - 125 daN €t B, = 564,2 daN.

Remarque : I'équation (5) vérifie que le couple C et égd au moment de F; par rap-
port al’axey.

EXERCICES A RESOUDRE

Une chanddlle, utilisée pour soute-
nir une automobile, est rédisée a partir
d'un trépied soudé (forme en tétraede
ABCD) & d'un coulisseau réglable en
hauteur par I'intermédiaire d une gou-
pille F (1 000 daN) schématise la char-
ge exercée par le véhicule (direction
AH verticae). Dé&erminer les efforts de
compression dans les barres AB, AC et
AD sileplan BCDH est horizontal.
Données : AH =400 mm ;
BC=CD=BD=250;AB=AC=AD;
BH =CH = DH.

T, = T, = 354 daN.

Réponse

T =

F{1000daN

coulisseau
réglabe

trépied

| Déerminer

B L antenne émettrice d une station-
radio se compose d’ un pylone principa
de 30 m, mantenu verticalement par
des cables tendus AB, AC et AD.
L’action résultante exercée en A par les
trois cables a pour intensité 3 500 daN,
pour direction laverticde Z.

les tendons des trois
cébles.

Fig. 7

Fig. 6

L Une bobine cylindrigue (tole enroulée) est
soulevée par I'intermédiaire de trois dingues
AB, AC et AD de mémelongueur (2 m). Le
poids dela bobine est schématisé par le vec-
teur-poids P, de module, 2 000 daN, de
direction la veticde Z. Déeminer les
actions de tendon dans les trois dingues.
Quelle est la vadeur de I’ action résultante sur
le crocheten A ?

|

AB=AC=AD=2m
0B=0C=0D0=12m

Fig. 8

Y 2000daN
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STATIQUE

B un mat DA supporte un panneau
publicitaire. Le poids de I'ensemble est de
-—
80 daN (P =-80 k ). Le mat est mainte-
nu en A par deux cables AC e AB fixés
en B et C sur un mur. L'action exercée
entre le mur et le mét en D est schémati-
sée par un vecteur force passant par D.
Déterminer I’action en D et les tensions
des cébles.

Réponse

Ty =81,6daN: T,.= 659 daN:
D=132 + 267k

7 80 daN
2 .
Fig. 9

d Le dispositif proposé représente |'un
des quatre pieds de stabilisation d'un
engin tout terrain. Chaque pied se com-
pose d'un patin (5), de deux barres (3) et
(4) et d'un vérin hydraulique de
manceuvre (1 + 2 : 1 = corps ; 2 = tige).
Les barres sont articulées en B e C sur le
béti (0) et en A sur le patin. Le vérin est
articulé en A sur (5) et en D sur le béti.
Les liagsonsen A, B, C et D sont des liai-
sons rotules de centres de méme nom, A
est commune a (2), (3), (4) et (5. Les
actions en A, B, C et D seront schémati-
sées par des vecteurs-forces passant par,
ces points ; les poids sont négligés. F
(3 000 daN, verticale z) schématise I’ ac-
tion du sol sur le patin. Fig. 10

Déterminer les actions exercées dans les barres et dans le vérin.

D Un mét de charge, utilisé pour déchar- zh
ger les navires, se compose d'un méat prin- 2;_“; n‘1‘5° B
cipd verticad AB (1), lié en A (liaison rotu- EF=6m

le) au pont (0) du bateau et maintenu en B
par deux cables BC et BD. La charge a
lever 3 (P, 3000 daN) et fixée en E sur un
deuxieme ma EF (2) pouvant tourner
(pivot d'axe F, z) autour de AB.

Les poids sont négligés. Pour a = 12" et
pour a = 24°, déterminer les tensions des
cébles BC et BD.

a=12": Tac = 1745 daN et Ty, = 3120 daN;
00 =24": Ty = 924 daN et Ty, = 3630 daN.

Fig. 11
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8. Saique dans I'espace

d Reprendre I'exercice 8 avec a = 30". Déerminer les tensions des cébles et les
actions exercées en B, A @ F, s celles-ci sont schématisées par des vecteurs-forces
passant par ces points.

L Pour tester la qualité d'un lubri-
fiant, on utilise une machine d'essa a ‘ |

quatre billes. Dans cet essa, la bille |

supérieure (1) glisse sur trois billes infé- broche
rieures (2), (3) et (4) sans rouler. La 100 daN
dégradation se produit soit par grippa P

ge, soit par soudure totale. La bille (1)
est entrainée a 1 500 tr.min~! par une -
broche et I'essai dure moins d'une L T
minute.
P (100 daN) schématise I'effort pres- :
seur exercé sur la bille (2). I, J, K et L
sont les centres des hilles, toutes de
méme diamétre (d = 10 mm), A, B et
C sont les points de contact respectifs.
a) S I'ensemble est a I'arrét, déter%i-
ner les actions exercées en A, B et
sous I'action de P.

b) L'appareil est mis en mouvement ;
un enregistreur indiqgue un couple
résistant de 1 Nm pour |’ entrainement
de la hille supérieure. En_déduire la
valeur du frottement entre les hilles.

Réponse

A=B=C=666daN; f = 0,115.

U lsisde boMing (1) & (2 sont en équilibre dans une rainure d attente en vé
(angle du vé 70"). La rainure du vé est inclinée de 15" par rapport & |I'horizontale. Les
poids des boules sont schématisés par P, et P, de module 40 N.

Déterminer les actions de contact en A, B et C entre la boule (1), le vé et la boule (2).

A-A

150

Fig. 13
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Le module lunaire fut le premier vaisseau spatial habité & se poser sur la Lune.
Le vaisseau était muni de quatre pieds identiques, dont la structure en treillis se com-
pose de sept barres (ABCDE pyramide réguliére e¢ AFED tétraédre symétrique).

F (300 daN), direction verticale (F, z), schématise I’ effort encaissé au moment de I'alu-
nissage. Les poids des barres sont négligés, les lisisons en A, B, C, D, E et F sont

des liaisons rotules de centre de méme nom.

| Déterminer les actions supportées par les sept barres de la structure.

O Q, 900

Il

/

4

Fig. 14 Fig. 15

\ e _
W T L

Déterminer les actions exercées en A, Bet 200

La motd® atrois roues proposée est a
I"arrét sur un terrain plat et horizontal. Les
roues de I’engin sont en contact avec le sol
en A, B et C. Le poids de I’ensemble en
charge est schématisé par+ le vecteur-poids
P, de module 2 000 N. P passe par K.

C s celles-ci sont schématisées par des vec-
teurs-forces.

Réponse

A=175N ;B =1186,5N ;C = 6385 N (4 forces parallgles).  Fig. 16

D Reprendre I'exercice 13 avec a = 650 et P = 1 200 N.

d Lavion proposé est au repos sur une
piste plane et horizontale. Les roues de
I’ appareil sont en contact avec le sol en A,
B et C (ABC triangle isocdle).

Les actions exercées par le sol sur les roues
sont mesurées a I'aide d’'une bascule. Les
valeurs mesurées sont A = 2 750 daN,
B = 3 400 daN e C = 3 500 daN.

Déterminer le poids P'de I'avion & la posi-

tion de ce vecteur.
Fig. 17
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8. Saique dans I'espace

J  Lespoulies (4) et (5) sont solidaires de I’ arbre de renvoi (1). L'arbre est gu1de en
rotetion par deux paliers & roulements étanches (2) et (3). S( 200 k daN), T ( 600 k
daN), E (-3007) et F (- 100 j ) schématisent les tensions des courroies.

Les pOIdS sont_négligés, les actions des paliers sont schématisées par les vecteurs-
forces A, et B,, enA et B, I'action 82 1 €St supposée perpendiculaire a ' axe de
'arbre. Déterminer A, , et BQ/1

Réponse

e - - — - -
Ay, = =75 j+1200 k;B,, =475 j-400 k (daN).

|
|
JL 160 J‘ a=320

Fig. 18

Fig. 19

d Lere gcteur & engrenages proposé en
coupe brisée se compose de deux étages de AA
réduction (3/6) et (4/7). Les roues sont aden-
ture dr0|te avec des anqles de pression de
20". E (300 daN) et F (module inconnu) sché-
matisent les actions exercées par les roues (3)
et (7) sur I'ensemble (4 + 6). Les poids sont
négligés, les actions exercées par les pdiers
(1+10) et (2 +11) sur (4 + 6) sont schéma- 11

l y",,'""""""'l"

NS

l
4
1

,/ﬁ )

‘m\
_ ——

e
?i
'a

e
-

0,.‘ |

O y N
7 =
l%-m

—
| N

S

tisées par les vecteurs-forces Dz,4 et C, /2 P3S- =4
sant par C et D. Déerminer F, D, , et Cyae 12

par _— 2/4 174 £ 6

L

~5

|13

2 1

Fig. 21
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Lerenvoi dangle proposé se compose d'un arbre d'entrée 1 (puissance d'entrée
200 kW a 1 500 tr.min!), d'un arbre intermédiaire 2, solidaire d'une roue a denture
conique 3 (clavetage), et d'un arbre de sortie 5 solidaire d’ une roue a denture héli-
coidale 4., La vitesse, de sortie est de 230 _tr/min.
(F1,3=FA+FT+_)FR=_)—520i—2200j—_-)220k)_)

et (I?/z) = I_S_,; + E; + E; =310 7 - 4400 j+ 1140 k) schématisent les actions exer-
cées par lesroues 1 et 4 sur I'ensemble (2 + 3). Les poids sont négligés ; les actions
exercées par les paliers & roulement en A et D sont schématisées par les vecteurs
forces Ay, et D,, en A et D. Déerminer A, et D, ,, connaissant F,, et E, ,.

Réponse

—

- - - - - =
Agy=AT+27687+123k; Dy, =D, 1 +38327-1043K(daN);
A, + D, = 210 daN.

o T s 2 s 1 zh 100 120
T | Ppwa
' ! [_-'; /FT 47]|
7 |
A S =
B F
! i entrée 2y (A _/1 _A_ G
| | A TEHE -
. B-3107 AL
] Ep=3101 AR | e
| D 2000 - |Eo-aa00f | ColE R R
X in— I T ==
41500 tr.min E=1140k :
Fig. 22 Flo-23

Le réducteur & engrenages proposé en coupe longitudinale se compose de deux
étages de réduction (3/1) et (4/2). Les roues sont a denture hélicoidale. (3) est I’arbre
d'entrée,) l'arbre de sortie et (2) l'arbre intermédiaire, objet de Iétude.

Fig = Fap + Fpy + Frp et E5y
(3) sur (1+2). Les poids sont négli és,l_(_%2 et C,/, schématisent les actions des paliers
en K et C. Déterminer Ky, et Cyy S Koo - T = 0

—ﬁ:u + Fg, + Fp, sont des actions exercees par (4) et

entrée 75 kW [ 1 500 tr.min™"

Fry=10K

Fap = 4.3 T(kN)
Frp=1065]
Fro=4094 %

Fig. 25
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STATIQUE
PAR LES TORSEURS

OBJECTIFS

m  Dé&inir la notion de sydemes datiquement équivdents e la notion
de torseurs d'actions mécaniques.

m  Done la méhode pemetant d'écrire un torssur en  différents
points.

B Déuire les opéations sur les torseurs, les propriéés principdes et
les torseurs paticulies :  glisseur, torseur-couple e torseur-nul.

m  Domner un nowe énoncé au principe fondamentd de la datique

m Indiquer les torseurs d'interefforts des liaisons usuelles.

Les torseurs sont des outils de modéisation analogues aux vecteurs, utilisés pour repré-

senter des actions mécaniques, des vitesses et diverses autres grandeurs. Dans ce cha-

pitre, nous nous limiterons a I'étude des torseurs d'actions mécaniques (ou systéme
force-couple), les propriétés abordées pourront étre généralisées aux autres torseurs.Les

torseurs (ou équivalents) sont des outils appréciés par |'enseignement supérieur et dans

les éudes longues. Leur domaine d emploi privilégié concerne les éudes de mécanismes —
dans |'espace faisant intervenir des liaisons mécaniques complexes et nécessitant des
analyses détallées en statique, cinématique et cinétique.

Remarque : d'un formalisme rigoureux, les torseurs sont des outils exigeants sur le plan
mathématique, les habitudes de calcul et nécessitent du temps et de I'expérience pour
étre opérationnel.

Suggestion : avant d’aborder ce chapitre, il est préférable d’avoir assimilé les notions
de produit vectoriel, de vecteurssmoments, de vecteurs-couples, d'isolement d'un solide,
de calculs vectoriels dans I'espace et le principe fondamental de la statique.

I- Systemes de forces statiquenent equivalents

Cette notion est particulierement utile pour comprendre les torseurs.

1. Déliniion
Deux systémes de forces sont statiquement équivaents s'ils ont méme somme vectoriel-
le e¢ méme moment résultant en tout point.
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STATI QUE

Propriété

. dans tout probleme de statique, un systéme de forces pourra toujours étre
remplacé par un autre systéme de forces qui lui est statiqguement équivalent :

les systémes

sont interchangeables. Autrement dit, I’ utilisation de I'un ou I'autre systéme ne modifie
ni les équilibres, ni les mouvements, ni les résultats obtenus.

2. Exemples

Exemple 1
appliquée en un point A et ses
composantes au méme point
sont des systemes statique-
ment équivalents.

Remarque
celles-ci.

Exemple 2 : un couple C est
statiquement équivalent a
deux forces F et - F égales et
opposées, distantes de a'
(C = Fd). Une infinité de solu-
tions sont possibles.

Exemple 3 : une force I-T) peut
ére remplacée en n'importe
quel point A par un systéme
force (F) plus couple (M, ) qui
lui est statiquement équivalent.

Exemple 4 : tout systéme de
- = —x

n forces (F;, F,, . . ., F,) dans

I’espace est statiquement équi-

valent (autrement dit peut se

réduire) en tout point A a un

systeme force (§) plus couple

(m)telque::g—)=ﬁf+l_:;+...
. il suffit de répéter n fois le raisonnement de I'exemple 3, puis de faire les
sommes vectorielles respectives.

Remarque

Exemple 5 : dans le cas des
liaisons mécaniques usuelles
(pivot, rotule, etc.), en procé
dant de la méme maniére que
pour I'exemple 4, I'infinité des
petites forces de contact

— —
(fly f27

- My(f)+
Remarque

moment résultant M,.

106

N
une force F

?

Fig. 1

. inversement, la résultante de deux forces est statiquement équivalente a
Mémes remarques pour les diverses résultantes définies au chapitre 4.

z. {) Yec-Fd _ YA(2ON)
Z| ylceoNm) [ _C _phf@ON) TER
W )| = lgtHl & _ﬁ? -
oL ol 1y F¥ewid=2m ISy
X X 0 X C=Fd X
Fig. 2

MAF\FZ

= S=FR+FR+..

M—)m“-a\—»/MAFz _,g_/, .
F3 My= My (F)) + My (Fp) +

Fig. 4

+FetM =M,(F)+ M,(F)+ .. +MF)

My=% My (f) =

Ma(f) + ... + My (fy)

J

Fig.5

.., £) énha igant les actions exercées entre les solides (1) et (2) est statique-
ment equwalente en tout point A & un systéme force (S = f1

. + f,) plus couple

C+ Man] encore appelé torseur des actions de contact.
| S__)ne dépend pas du point A chois, il n'en va pas de méme pour le
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| - Définitions et notations

Défini en un point donné (A), un torseur d'action mécanique est un systeme force-
couple congtitué de deux grandeurs :

a) une force ou somme vectoridle S, indépendante du point choisi.

b) un couple ou moment résultant M, fonction du point A choisi.

X L =

t s A

Notation : { or:eur} = (T} = i = {YM,y ou {T}= i
en A MA A Z NA MA A

(x.2)

N T v ad
Remarque 1 : danslerepére(X, Y, z), S et M, s’écrivent :
S=XT+Y7+ZKetM, =L, T+M,7+ N,k
Sil 'y apas d ambiguités, I"indication du repére (X, y, 2) peut &re omise de |’ écriture.
Remarque 2 : S et M, sont appelés les déments de réduction du torseur. S encore

notée K est auss appelée résultante générale du torseur (en remarquant que S'n’a pas
toutes les propriétés des résultantes du chapitre 4).

Exemple : action de contact, en A e B, exercée par un solide 1 sur un solide 2.

S_vz‘ Xizz Lavye m Xiz Laipe
{7;/2) = = Yo Maip ; {71/2) = = ;/1/2 1\13 Bl/2
1/2 B1/2

21/2 NA 1/2

11 - &riture d’un torseur en differents points

Un torseur (T) éant connu en un point A, déterminons sa vaeur en un point B.

Principe

Mg(S)= BAnS

Fig. 6

a) Lasomme vectorielle S du torseur améme valeur en tout point, ele et invariable.
b) M, étant connu, la valeur du moment en B, M, est obtenue par |a relation :
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Remarque 1 : de maniére générale, si 0 est I'origine du repére de calcul (0, x, vy, 2),
les coordonnées de A, B et BA sont :

—|Xa —— X ——|Xa—Xp
OA|y, OB | yg BA|ys—Vs
Z,y Zp 25— 2p

—
Le moment Mj est alors égal a:

Lg L, X4~ X X
— A~ Xg
Mg Mg [={ M, |+{ va=vs Al Y

NB NA ZA - zB Z

-

=1WA+BZAS

Lp=Lo+Z{ya~y)-Y(24-2)

My =M, - Z(xy-x;) + X (24-25)
No=N,+Yx,—x5)-X(va—ug)

Remarque 2 : on notera que toutes les écritures sont statiquement équivalentes (I’ écri-
ture en A est statiquement équivalente & celle en B). De ce fait, on peut choisir n'im-
porte quel point pour écrire le torseur des actions exercées. Les diverses écritures sont
comparables aux différentes photos possibles d'un méme individu.

Exemple : reprenons I'exemple 5 du paragraphe 1 ; les actions exercées par le solide
(2) sur le solide (1) sont schématisées par :

S 0 100Nm — >
{Te} = _‘i avec S 0 I\TA 0 ou | S= 100&k 1
A A 1000N 0 MA =100

—_—
Coordonnées de A (origine), B et BA

0 [O,lm [
Alol Blo.0oa 004
0 [o [ 0
— — -

MB=MA+BA/\S

RSN a

= +[-0,04{A l100dan , y

1ol | o 1000 § a/ -/
100-40] | 60 AR
0+100 |=|100 7
0+0 0

Mz=60T+1007 =M, T+Mp, T

o _ v
ﬂMB!— 60° + 100° =~ 117Nm Az @{(ﬁ
Résultats é/ / 7 [F
0 100)° .
(71/2>= 0 0 -
1000 O
A
0 60
(Tl/2>= 0 100
,11000 0 ig. 7



J. Jalique par les torseurs

Cpérations surlestorseurs

1. Addition ou somme de torseurs

Condition impérative : lasomme de n torseurs (T}, {T,}, . . ., {T,} n'est possible que
si tous les torseurs de la somme sont écrits au méme point.

(%)= {H} . (B {;}

<T>=f <T>+ <T>+

Pour effectuer la somme, il faut additionner d’un coté les n sommes vectorielles et de
I’autre, les n moments écrits au méme point A. L’addition se résume & deux sommes de
vecteurs.

2. Multiplication par un scalaire

Si a est un scalaire (nombre) quelconque et {T} un torseur, le produit de a par {T} revient
a gjouter k fois le torseur {T} avec lui-méme.

a.{T} =(a.T)=a. {Mi}= {aafq }

3. Torseurs égaux

~ . ~ = ~ v
Deux torseurs {T,} et {T,} sont égaux s'ils ont méme somme S'et méme moment M, au
point A, autrement dit sils ont les mémes éléments de réduction en tout point.

o= [ L))
V'« Torseurs particuliers

1.Torseur nul

Cas ol Set W sont nuls, exemple de notation :

Remarque : le torseur est nul en tout point de I'espace.
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2. Torseur couple

_9
_4 0 ;
Cas oU Sest nulle et WA) non nul : {C) '{ v }eﬂ tout pou‘atk

. — - — - N
Remarque : lareaion Mz = M, + BA A S donne, dans la mesure ou Sest nulle :

P

M, =M, + BA A 0=M, = M. Autrement dit, le moment a méme valeur M en tout
point et le torseur couple {C} méme écriture en tout point de I’ espace.
Exemple

Fig. 8

L’ensemble des deux forces F et (- F) est statiquement équivalent au couple F/Té = Men
C de module M = F . a =100 x 0,2 =20 Nm. Le couple a méme valeur en tout point
de laclé I\T,; = 1\7,; = IWC) = M. Il en résulte que le couple de serrage exercé sur I'écrou
en D est M (20 Nm) d axe z.

- -
Le torseur couple s'écrit : {C} = g = 0% en tout point.
M 20k

3. Glisseur

Cas ou, en un point, le torseur se réduit a une somme S non nulle et & un moment m
s
nu :{G}=
©)= 1%
A

Remarque : les forces ou les vecteurs-forces usuels, les résultantes des chapitres pré-
cédents, ont tous comme image, ou sont tous schématisés, par des glisseurs.

A la ligne d'action de la force correspond I’_\axe gu glisseur. Si A est un point de cette
ligne, le moment en A du glisseur est nul (M, = 0).

En un point I doigné de la direction de I'axe du glis-
seur, le moment M, n’est pas nul :

M =M, +IBAS=0+TAAS

]\7,)= moment en [de Sen A =1A A'S

West perpendiculaire & A e a§’, il en résulte la pro-
priété :

BaEG e

Le produit scaaire de IW; par ?est toujours nul dans (ligne d'action de §)
le cas d'un glisseur. Cette propriété, propre aux glis-
seurs, permet de les distinguer des autres torseurs. %ig. 9
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Evolution des écritures d’'un méme glisseur et propriétés

= =
F =100k - l
> .
100k axe du glisseur |,
A{G}=D{G} - 6) } cylindre r=2m ‘\m>ﬁ3\m>{
“imaginaire” F /y / -
N
100k >
G}= {G} =
(- 9 {M}
Mz =M, + BAAF =200
-
100k
G = G =
C{} H{ ) {500?}
Remarque :
My _ M: _200_
aB~AC "2 100 g

L’ écriture du glisseur est la méme pour tous les points (A, D, etc.) de son axe. L’ écriture
du glisseur est la méme pour tous les points (B, E, etc.) appartenant a une droite paral-
Iéle & son axe ou a sa résultante (E)= §

Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant a la périphérie d'un cylindre d’axe |I'axe du glis-
seur ont des moments de méme module : My = M = M, = 200 Nm.

VI- Propriétés des torseurs dans le cas general

e e e e T T
Danslecas général, S # 0 ; M, # 0 et M,.S # O (le torseur n’est pas un glisseur).

1 Equiprojectivité des nonent s

St{r}{é}{g}

avecIW;=IWA +BAAS

Multiplions scalairement
les deux membres par BA

M, .BA=M,.BA+(BAAS).BA
=IWA.B_A>+O Fig. 11

— -
Remarque : BA A S est un vecteur

perpendiculaire a Iifms_él9 Bﬂ_}et a S
Il en résulte que (BAA S) . BA=0

M, .AB=M, . AB < AH=BK

La projection de MZ sur AB est égale a la projection de M; sur ﬁquels que soient les
points A et B choisis, autrement dit : M, . AB = M, . AB.
On dit qu'il y a équiprojectivité du champ (de I'ensemble) des moments du torseur.

Rema_r)que . de fagon analogue, la proje_ctjon des moments sur la direction de la résul-
tante S donne toujours la méme valeur M;.
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2. Evolution des écritures d’un méme torseur et propriétés
Pour tout point (A, D) de I'axe centrd :

ne m-) F 1008 axecentral
A{ }_D{ }_ I\T - cylindre

; 150K

Jimaginaire” 7]
Pour tous points (B, E, etc.)
appamet a une droite paralle-
le a S, I’écriture est la méme :

N
F
TV= {T}=
M= = }
Méme remarque en C et H sur CH
F —
m-m-{ )
¢ H Mcj Fig. 12

Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant & la périphérie d'un cylindre d’axe, I’ axe central
du torseur, ont des moments de méme module : M; = My = M, =/ 150% + 200? = 250 Nm.

Remarque : tous les torseurs ont un axe central ; de plus cet axe central est unique.
Sur I'axe central, la somme Set le moment I_VI—; sont colinéaires (méme ligne d'action).
La combinaison particuliere S avec M; est appelée visseur. Ce type d'action se rencontre
par exemple dans le cas d'un foret réadisant le percage d'une piéce.

VII - Principe fondamental de la statique

Enoncé : un solide (S), en équilibre sous I action de n torseurs d actions mécaniques
ATyssh dTosshs ov, T s} reste en équilibre si la somme des n torseurs, tous écrits au
méme point I, est égale au torseur nul {0} : (T ¢} + Tyt + . .. + ATt = {0}

Le principe fondamental a déja été énoncé une fois en statique plane et une fois en sta
tique dans I'espace. L'énoncé précédent utilise une autre écriture mais n'en differe pas
fondamentalement. Les moments sont exprimés sous forme vectorielle. Les autres prin-
cipes restent inchangés : principe des actions mutuelles, principe de transmissibilité des
forces ou des glisseurs, isolement d'un solide, méthode générale de résolution d’'un pro-
bléme de satique, application aux ensembles de solides (voir statique plane).

S, 3 Sus |
. 1/8 — 2/8 . R — n/S
Remarques : {ﬂ/s}= . {7;,5}— _ e s {T,/s}— -~
A A1/S B MBZ/S N Nn/S
— Sus M ys

Mys = -
Sus
stlys
Mzys /N/{T nist M, s
Fig. 13



9. Statique par les torseurs

L'addition des n torseurs se ramene a deux équations vectorielles dans I’ espace :
a)2S,=S,5+S,s+...+3S,4=0 (donne trois équations scalaires de projection sur
les axes X, Y, 2).

—_— 4 ., . . .
b) Z M, s =M 5+ Mys+ ..+ M, s=0(donne trois équations scalaires de projec-
tion sur les axes x, Y, 2).
Pour la résolution, on dispose, au plus, de six éguations pour déterminer six coordon-

z . . , D —d
nées inconnues au maximum (coordonnées sur X, y, z des vecteurs somme S, et
moment M, o).

Méthode générale de réselution

Y

-Isoler fe solide (ou Fensemble de solides) considéré
(voir principe d'isolement chapitre statique plane)

!

Faire le bilan des torseurs d'actions extérieures agissant
sur fe solide (ou ¥ensemble) : forsiurs poids et torsedrs
d'action sur les liaisons
(voir schématisation tableau page 115)

L

1

Comptabiliser le nombre (M) de cogrdonndes ||\ possible
ou de composantes torseur inconnues

Déterminer  d'autres
non composantes  en

N<6 > isolant d’autres ~ solides
et en appliquant le
. principe des actions
oui

mutuelles

Ecrire tous les torseurs au méme
point (choisir un point simplifiant les calculs

Appliquer le principe fondamental de ia statique.

En déduire les {K) équations scalaires A ¥ impossibilité
de projection

non

Résolution impassible
systéme hyperstatique

113 -



STATIQUE

A 114

VIII - Torseurs d’actions exercées
parles liaisons usuelles

Cest lorsque les liaisons mécaniques et les actions entre solides sont définies de manie-
re détaillée que les torseurs montrent tout leur intérét.

1. Liaison parfaite

Une liaison définie comme parfaite vérifie les trois conditions suivantes
- les surfaces de contact sont géométriquement parfaites,
— le contact est supposé réalise sans jeu (ajusté sans jeu),
=il ny a pas de frottement entre les surfaces en contact.

2. Schematisation des liaisons

La schématisation ou la modélisation des liaisons est normalisée et est indiquée dans les
tableaux  suivants.

Remarque : les jeux internes aux liaisons réelles peuvent parfois amener plusieurs
interprétations  possibles et des choix différents pour une modélisation.

2 (logement) interprétation 1 : pivot interprétation 2 : rotule

axe 1 Ja )

2

1. = 6\
5«:' 4 —]—I [} \l/

3

' 22 (circlips)

A
(1+3 143

Fig. 14

Pour I’'exemple propose et suivant la valeur des jeux radial (Jp) et axial (J,), plusieurs
schématisations sont possibles : pivot (J, et Jg faibles) ; rotule {J, et Jy assez grands) ;
appui plan (épaulement entre 1 et 2 grand) ; etc.

Le choix définitif retenu peut conduire a un probléme isostatique (calculable en statique)
ou a un probléme hyperstatique (non calculable a partir des seules équations de la sta-
tique) et conditionne le succés de [I'étude envisagée. Une certaine expérience est neces-
saire et on met ici en évidence I'une des difficultés de I'application des torseurs.

3. Torseurs d'actions(interefforts) des liaisons usuelles

Pour le solide (1) en liaison avec

le solide (2), {T,,} est le torseur Sum X2 Love XL
i 4 {T1/2} = _H/ = Y2 Moy = YM
des actions exercées par 1 sur 2 M ZN
: AR 01/2 Zyz Novpe
au point 0 choisi (voir tableaux). 0
- = - = — - =
X, Y,Z, L, M et N sont les coor S, =X i+Y7+Z.k ; M01/2=L.i+M7+N.k

données du torseur.



9. Statique par les torseurs

Remarques : suivant la nature de la liaison, certaines coordonnées seront nulles.
L’ensemble des coordonnées non nulles caractérise |’ effort transmissible par la liaison.

Les mouvements possibles du solide (2) par rapport au solide (1) sont indiques par R,
R, R, T, T, T,. R, indique une rotation possible autour de I'axe x et T, une trangation
possible dans la direction z. Il y a au plus six mouvements possibles, trois rotations et
trois trandations, correspondant & six degrés de liberté.

Si une rotation est possible suivant I'axe x (R ), dans le méme temps, il N’y a pas de
couple transmissible suivant cet axe ; autrement dit : L = 0. Méme remarque avec les
trandations, s T existe alors Y = 0, etc.

Dans le cas particulier de la liaison-glissiére hélicoidale (vis-écrou), les coordonnées X et
L dépendent |'une de I'autre (X = kL), de la méme fagon que la rotation R, et la trans-

lation T, sont liées par le pas. Si X est connu, L est lui aussi connu et inversement : c'est
le principe de la clé dynamométrique.

c D
-% @ |§ Représentation Représentation Torseur Action sur le
— o - .
= |& % ) plane en .| dintereffort Exemple o
] g 5|8 (orthogonale) perspective Tin solide 2 isole
s |7 |®
= =]
A

2 | N
=
s 2 2 X1
ge=jojojo
£3 _‘_0”_4_ ~ ly M’
e 1 1 L __[olz W ;
wo variante 1 variante 2 7y

Pivot
(axe 0, X)

Tx||0 | 1

Glissiere

(axe 0, X)

Tx+Ax 1
combinées
fonction
du pas

Helicodale
(axe 0, %)

Tx|Rx| 2

FIVOT glissant
{axe 0, X
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Représentation Représentation Torseurr

. Action sur le
plane en d'inter-

Exemple

(orthogonale) perspective effort solide 2 isolé
T

Nom de la liaison
fransiafions
rotations
degrés de liberté

R 116

Rotule a doigt
(doigt 0,2)
[y

rantra

Rz

Rotule
ou sphengue
=

Tx|Rz 3
Iy

. I 2
Tx|RX 4 @ SN
Ty |Rz Z1 y
y 2 = 4 {our}
_ )

Appui plan
normale 0,z

ctlgne
e 5) 2)

axe 0,
(normal

>
;O fN
=

Z0

2 2 2
Tx|Rx| 4 10
aned Vol | £ : Aol
Ref |° 3 ’ h
' d 2z ol e 7, Shhete | Ny

SN cylindre

Tx|R® 5 2 oanl 1
ViR z 00 sphére
Rz : 3 i

zZ0

Llne(alre re

Linéaire
annulaire
{axe 1 9

—_

Ponctuelle
(direction 0, 2)

plan

Fig. 1!5 (laison éaire annulaire ou sphére cylindre, ponctuelle ou sphére plan)

EXERCICES RESOLUS

1 IR hélicoptere proposé évolue horizontalement a vitesse constante suivant I'axe
(0, x) ; I'axe (0, z) est vertlcal ?et M schématisent les actions exercées par I'air sur les
pales du rotor principal. M etQ sont les actlons sur le rotor anti-couple, Rest la résis-
tance de lair sur l'ensemble de Iappareil etPle poids total.
Ecrire les torseurs correspondant aux actions précédente;. Isoler I'hélicoptére ; appliquer
le principe fondamental de la statique ; en déduire R, Q et F




Y. Statique par lestorseurs

données
P=3000daN
M= 400 Nm
Mg= 30 Nim

Fig. 16

Résolution : isolons I'ensemble de I"hélicoptére et appliquons le principe fondamental.
L' hélicoptére est soumis a I'action de quatre torseurs d’actions extérieures :

3 00 0 0
a) action du poids : {F}= {f}= {0 0}= { 0 —O,ZP}
G 0 G -P 0 A -P 0
— —— _, , [0] |-02 0 0
avecMA(P)=MJP)+AGAP=|0|+| 0 |A 0 |=-0,2P
0] |-15 |-P 0
- -R O -R 0
b) résistance de lair : {F}= {§}= {0 0} 0 15R
ct 0 Al 0 0
-— = 3 R 0
avec M{R)=MJ{K)+ACAR = 0 [A| O 5R
{ 15 L O
. 0 0 0
c) action du rotor de queue : {.5%)- {Q Q -M, Q - MQ
sl 0 O 0 -42Q
-y oy — 0] [-a2 0
avecMAQ)=Mx{Q)+ABAQ=-My|+| 0 |[A Q =l -M,
0 0 0| |-4,2Q
- E O
d) action du rotor principal : {%}= {£}= E 0
M) J\EM
Ecrivons le principe fondamental au point A :
AT+ (F)+ {F) + (F)=(0)
KO 0 0 -R 0 0 0
EoV+ [ Q -M, }+ 0 1,5R}+ 0 -02P}={0)
EM 0 -42Q 0 0 -P 0
On obtient les éguations :
F.-R=0(Q 0=0 4)
F,+Q=0(2) -M,+15R-02P=0 (5
F,-P=0 (3 M=-42Q=0 6)
(3) donne E P =3000daN ; . (6) donne Q=Z{\i2 23 9,5daN;
+02P ’

(5) donne R = T_ 402daN ; (1) donne F, =R =402 daN;
(2) donne  F,==Q ==-9,5daN.
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Q LUensemble proposé représente, en coupe e sous forme schématique, I'une des
roulettes d’'un patin a roulettes en ligne (Roller blade). Le guidage en rotation entre la

roulette (1) et le patin (2) est rédisé par deux roulements a billes a contact radid,
étanches des deux cotés. La liaison entre (1) et (2) est une liaison pivot d axe x, les poids

des pieces sont négligés. Le glisseur By (100 N) schématise I’ action exercée par le sol
(0) sur laroulette (1). Déterminer le torseur des actions exercées entre (1) et (2).

N S
—— £
150, 5030 N) 3
£ Y
B
ig. 17
Résolution
Isolons la roulette (1), le poids éant négligé, cdle-ci et soumise a I’ action de deux tor-
seurs d'action. '
B By.sin15° 0O 2588N O
a) action au sol : { %} = Y1 = {By.cos15 03}={9659N 0
3 0 0] 0 129Nm
A
0 + 0,004 25,88 0
avec M(B,) = MB(BO,1)+AT§AB_O,1=(0)+ -0,035|Al9659| =] ©
0 0 0 1,29
X2/1 0 ;
b) action sur la liaison pivot : {%l} = Yo Mz/] :
Zn Nop %
A

Appliquons le principe fondamenta de la Satique a la roulette.

~ 2588 0
A{%l)+A(%l}=(0) ou A(%l}=—A{%l}=A -98,59 -(1),29

Résultats
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9. Statique par les torseurs

L'ensemble proposé en coupe longitudinde et partiellement sous forme schéma
tigue est une pompe (ou moteur) hydraulique a cylindrée constante. L huile hydraulique
est aspirée en P puis refoulée en E (400 bars maximum) par le mouvement de va-et-
vient d' une série de pistons (4). Chague piston est manceuvré en B par une biellette (3)
articulée en A sur le rotor de commande (1).
Les poids des piéces et les frottements sont négligés. L'éude est limitée au piston
(diamétre @ = 30 mm) en fin d échappement et occupant la position indiquée par les

figures.

Déterminons les actions exercees sur les liaisons L,,; , Ly, € L,,.

~
échappement
(400 bars)

rig. 18
y T L, = pivot d’axe x
V. L,,;= rotule de centre A
/ L;,, = rotule de centre B
L,,, = pivot glissant d’axe (B, u)
‘ _ _ -
2 1/
| ——
[ E— |
0/
Fig. 19
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Résolution
a) Isolons la bielette (3)

Le poids éant négligé, la biellette est soumise & I’action des deux torseurs {773} et 17,5}

engendrés par les liaisons rotules en A et B.
X1/3 0

enA:(fl/3>= Y. 0 avec §17;=X1/3-T+Y1/3~J_"+Z1/3-F

Zl/3 0

X4/3 O

enB:<t74/3>= Y,s O avec _S_;,=X4/3.T+YV3.T+Z4/3.I<—

0
g \ 243

Ecrivons le principe fondamental en A :
_.9
M Sy = Mp(Sy/9 + KE ASus
[O] 0,09 cos 25° X4/3
+

0

0 0 Zas3

Xl/3 O
A(%A%) + A{%/z«x} ={0}= { Y3 0 }+

ZI/S

On obtient les équations d'équilibre :
X1/3+ Xaz= 0 (1)
Yis+ Y= 01(2)
Zig+ Zy3 =0 (3)

Les équations (4), (5) et (3) donnent : Z,,, =0 = Z, 5.

Les équations (6), (1) et (2) donnent : s __ tan 25° =

X4/ 3

Remarque : on retrouve le cas déa abor-
dé en statique plane, s un solide est soumis
a l'action de deux glisseurs, ceux-ci sont
égaux et opposés et ont méme ligne d'ac-
. P — - . .

tion: S, 3=~ S,/ (ligne d'action AB).

X1/3 = 81/3 COSZSH et Y1/3 = - 81/3 Sn 25".

b) Isolons le piston (4)

Le poids étant négligé, le piston est soumis
al'action de trois torseurs : {74} , {734} €t
{74} I'action de I'huile. Travaillons avec
les axes (u, v, z) plus pratiques dans ce cas.

Action de I'huile :
pS = (400 bars) x (r x 1,52 cm?
= 2 827 daN

-pS 0 -2827" 0
{Trap=4{ 0 0 3= 0 0
L0 0] | 0 0).., Fa. 21

~ 0,09 Z2,,;cos25" =0
0,09 [Yy)3 cos 25" + X, ,3sn 25 = 0 (6)

-0,092,,3sin 25°
—0,09Sir1 25° | A Y4/3 = _0,0924/3 COSs 25°
0,09 Y,,5 cos 25°+ 0,09 X3 sin 25"

~0,09 Z, 5 Sin 25"
- 0,09 Z,,5 cos 25"
0,09[Y,, cos25” +X,,3 sin 257

(4)
(5)




9. Sttique par les torseurs

Action du cylindre 2 : 0 0
(la liaison entre 4 et 2. est un pivot {.72/4} ={ Vo Myssu
glissant d'axe u) 5| Z2a Noj [
Action de la bidllette 3 : Ss/4 coOs 3° 0
Tl = =1 T4 d'apres le {Zoaf = { Szusind 0

principe des actions mutuelles. B 0 0 0.2
Appliquons le principe fondamental en B :

G+ ~2827 0 0o 0 \ Ssacos3® 0

T} + {T2m) + {Fn) = 0 0 4+ Vora Myzsa p+ { Szusin3® 0
: L0 0 [z N L e o
Equations d' équilibre et résultats :
S;u COS3 ~2827=0=S,, =2827/cos 3°=2831 daN (1) Myas =0 (4)
Vo + S3usin3 =0V, , = -5;/,8in 3°= -148 daN (2) Ny = 0 (5)
Zy4=0 (3)

EXERCICES A RESOUDRE

H Une transmission se compose
d'une poulie entrainée par trois cour-
roies trapézoidales. Le plan (0, Y, 2)
est le plan de symétrie de I'ensemble et
(0, X) I'axe de rotation. Le diamétre
d'enroulement des courroies est de
400 mm. Chaque courroie supporte les
tensions T (1 500 N, brin tendu) et
(300 N, brin mou). &) Ecrire les trois
tensions T sous forme d'un méme tor-
seur agissant en A. Méme chose pour
les trois tensions T’en B.  b) Ecrire les
deux torseurs précédents au centre 0
de la liaison. ¢) En déduire le torseur
résultant en ce point.

Réponse

=5318N,Z =-625N; L, =~ 720 Nm

07,
N, = 0.

X,
M,

3
E TQ.
5 T~
8
s 14
Q

Y -
(4

t=300N

Fig. 22

Une roue dentée a denture hélicoi-
dale supporte au point A, exercée par
une autre roue dentée, une action dont
les composantes sont F, (200 daN,
charge axiae), I-TR) (100 daN, charge
radiale) et I—~"~T) (400 daN, charge tangen-
tielle). a) Ecrire le torseur correspon-

dant & ces actions au point A. b) Ecrire
le torseur en O et B.

.......

F; = 400 daN
Fy = 200 daN
Fr = 100 daN

Fig. 23

6] Unbro tot a cing axes supporte en
Alachage F T200 N) et lecouple M,
(50 Nm) indiqués sur la figure. Ecrire le
torseur correspondant a ces deux
actionsen A, B, CetO.
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Jd Les Blices d'un avion bimoteur sont
supposees tourner en sens mversel une de
I'autre. F= 3000x(N)aM = 40 7(Nm)
schématisent Ies actlons exercées par I'ar
sur I'hdlice A. Flet M = - 40 T(Nm) sché-
matisent les actions sur |I'hélice B.

a) Déerminer le torseur résultant des
actionsen A e B au centre de gravité G.
b) Que devient ce torseur lorsque les

hélices tournent dans le méme sens ?

Fig. 25

Lorsqu’ un des deux moteurs tombe en panne ?

(] LesforcesF et - F (module 150 N)
schématisent les actions exercées par |'opé
rateur sur une clé en croix. L’ensemble occu-
pe la position de la figure, on est en phase
desserrage, F et — Fsont dans le plan (A, ,
2) n)_Fcure _F<ous forme de torseur en C &
— F'sous forme de torseur en D. b) Ecrire les
deux torseurs en A ; en déduire la valeur du
torseur résultant en ce point. ¢) Ecrire le tor-
saur résultant en B, C et D. Quele et la
nature des torseurs ? d) Quel est e couple de
desserrage (Cd) exercé sur I'écrou ?

Réponse
Torseurs couples {Cgl = {C} = {Cpt ={C,L. X =Y =Z=0;
M=N=0;C,=L =52Nm.

Fig. 26

9 Pour |a perceuse sans fil proposee, la
force F(5 daN) ¢ le couple C (10 Nm, axe x)
schématisent les actions exercées par le mur
a percer sur I'extrémité B du foret.

a) Ecrire les deux actions précédentes sous
forme de torseur au point B. Valeurs du tor-
seuren 0 et A ?h) Si le poids de la perceu-
£ est négligé, déerminer les actions exer-
cées en A par la main de I’ opérateur.

. Un renvoi d'angle supporte les couples
C = 10001 (Nm) exerce en A par un
moteur et C =1 000 i (Nm) exercé en B

par le recepteur Les poids sont négliges.

Déerminer le torseur d’ encastrement en K

{T, .} exercé par le support (0) sur le renvoi.

Réponse

X=0;Y=0;Z=0;L=-1000Nm;
M=-1000;N=0.




9. Sttique par les torseurs

1] Reprendre I'exercice 10 avec le_réduc-
teur propose atr0|s arbres; Cc 600 I(Nm)
=

Cg = =400 i T et Cm—SOO i
| Déterminer I’ effort d' encastrement en D.

a _kour la transmission par cardan propo-
s Fet=-F (2 000 N) en A et B schémati-
sent les actions exercées par la chape (3) sur
le croisillon (2). La liaison entre la chape (1)
et le béti (0) est un pivot de centre M. Isoler
I’ensemble (1 + 2) : en déduire le torseur
d'action { 0/1} et le couple transmis par
I'arbre (1) {F et - F pardléles a o,x,y).

Fig. 30

| Une clé (1) est utilisée pour desserrer
une vis bloquée sur un béti (0). L’effort F
exercé par la main de I'opérateur a pour
coordonnées : F, = 60 N ; F, = 200 ;
F, = 40. S I'ensemble reste en équilibre,
| déterminer le torseur d encastrement exer-
cé en A entre (0) et (1) et le couple de des-
serrage (C,) appliqué a I'écrou. Le poids de
la clé est négligé.

Réponse

60N;YA=—200;ZA=—40;
Ly=*14Nm M, = +78:N, =-60 =-C,

Un couvercle (1) de candlisation est
ouvert en position horizontale. Le cou-
vercle est maintenu en C par une barre (2)
ou BC. La liaison en A entre la candisation
(0) et le couvercle est un pivot d'axe (A, X).
P,, 80 daN, vertical (z) en G schématise le
poids du couvercle. Déterminer les
actions exercées en A, B e C.

1 GA=GC=06m
0A=08=06m

BB uUnerowe p|votante est gmdee par des
roulements a billes, F (200 K daN) sche-
matise |'action exercée par le sol. a) Ecrire
le torseur correspondant a F en C. Valeurs
du torseur en 0, A et B ? b) Déterminer
les actions exercées par les deux liaisons
pivots, L, ,en A et L,/ en B s les poids
sont négligés.
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STATIQUE

Un arc se compose de trois parties
démontables (1), (2) et (3). Apres assembla-
ge par vis, I'ensemble est parfaitement soli-
daire. Si le tireur exerce un effort F de
180 N sur la corde, _déterminer le torseur
d’ encastrement exercé entre (1) et (2) au
point A.

Rép
X=9:Y=247daN;Z=0;L=M=0;N=-150 Nm.

Une porte de coffre-fort se compose d’'un
bras de manceuvre (1), articulé en A et B sur
des gonds (0) scellés dans un mur en béton
amé, et d’ une porte (2) articulée sur le bras
précédent. P1 (10 kN) schématise le poids du.
bras de manceuvre et P . (20 kN) le poids de
la porte. La liaison en B entre (0) et (1) estune
rotule de centre B, celle en A une liaison
lindaire annulaire. Déterminer les torseurs
exercés sur les liaisons en A €t B.

Un arbre de transmission (1) est guidé
en rotation par deux roulements a rouleaux
coniques. La liaison entre (1) et le béti (0) est
un pivot d'axe y. La partie pignon cg)xique
de I'arbre supporte en A la charge F tdie
que: F'=2500 7+ 1500 j— 1 000 k'(N).
Les poids sont négligés. Déerminer le tor-
seur d'action {T,,;} supporté par la liaison
pivot et le couple C,, transmis par la partie C
de l'arbre.

o1 60 |
55 ]
(9]

Fig. 36

=-2B500N;Y=-1500;Z=1000;L=-30Nm; M=0;N=-300;C, =150

| L'ensemble proposé représente schématiquement une pédale de commande.

L’action du pied sur la pédae 1, en B, permet de relever la tige de commande 2. La

pédale est articulée (liaison pivot de centre
A) sur le béti 0, de méme la liaison entre 1
et 2 est une liaison pivot de centre C. T
[10 daN, direction (C, Z)] schématise la ten-
sion de la tige et F (direction B, Z) I'action
du pied. L, . pivot d'axe (C,x).

L’ensemble_de la pedale éant en équilibre,

| déterminer Fet le torseur d'action de la liai-

son pivot en A (Ty,y).
Rép

Fe_52KkdaN);X=Y=0;
z=152daN;L=N=0;
M= =212 Nm.

Fig. 37
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J. Jdique par Ies torseurs

d ®m support proposé assure le maintien
de trois cébles dont les tensions sont F
[1 000 N, plan (O, Y, Z)], FB [600 N, plan
(0, X, Y)] et FZ (700 N). Le support 1 est
fié dans le mur O (liaison encastrement de
centre E ). a) Ecrire pour chaque tension le
torseur correspondant. b) Isoler le support ;
en déduire le torseur dencastrement entre
OetlenE

Xop == 788 N Yo, = = 1810 ; Z, = =204 ;
Loy = 155 Nm ; M, , = 23 ; Noy = 25,2,

Fig. 38

d e potence articulée se compose d'un
socle 0 solidaire d'une colonne 1 (liaison
encastrement de centre 0), d'une fléche
articulée 2 [pivot de centre A et daxe (0,
Z)], d'une contre-fleche articulée (3) [pivot
de centre B et daxe (C, Z )] et d'un palan 4
fié & I'extrémité D. P~ schématise le poids
de la charge a manocauwrer. Al3 e CD se
déplacent dans des plans horizontaux paral-
ldes a (0, X, Y). AO, BC & DE sont verti-

caes (pardléles a 0, Z). Ecrlre le torseur
correspondant a la charge PenE D, C, B,

A e 0. _Supposer a variable. _Déterminer
les torseurs d'action sur les liaisons pivots
(en A entrel et 2, en Bentre 2 et 3) et sur

la liaison encastrement (en O entre O et 1).

Les poids sont négligés. Fig. 39

B Une unité de fraisage est intégrée dans | M=50Nm
une chaine de fabrication automatisée. La M=-50]
force F et le couple M schématisent les | F [F,=60daN
efforts de coupe sur la fraise (3) en A. La Fy=20 daN
ligison entre I'arbre porte-fraise 2 et le béti fz=-30 daN

(1) est une liaison pivot de centre O et d'axe
(0, Y), la liaison entre (1) et la semelle fixe
O, une glissiére de centre B et d'axe (B, X).
T schématise I'action du dispositif de mise
en trandation mtegre a la semele (vé&in,
vis.. .). Déterminer T et le torseur d'action
sur Iallalson glissiére en B entre (0) et (1).

s

{ 4

T=60daN;X=0;Y=-20daN;
Z=30;L=—66Nm;M=—22;
N = - 180.
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DTATIQUE

QO Labredetrans y "
mission propose est @ T 0 E:lgggN
guidé en rotation par . L . £e 2
deux roulements a , BT B e -
billes & contact radial f El gt [

en A e B. L'abre | Eywc " ; .
recoit en D le couple Al -Y 7 -—
C 2100 7 (Nm)plet < 2=T00 T poto0 G o=T0 o7
entréine en E une (2 TE IinéaireLnnulaire | 100 N
roue dentée (non rotuwf‘\ —o— D!
représentée) qui exer- ‘| B L ¢

ce |'effort E” B i e _{} R

(E'= 1000 - 500 j /L TE oentfp [P

+E, k). rotule .

a) En fonctionnement i c -1 % 7

norma (charges e T

flexions d'arbre 77

moyennes), la sché-  Fig. 41
matisation des liaisons se raméne au cas de la figure 2 : rotule en A et linéaire annulaire
en B. Déterminer les torseurs d actions sur les liaisons en A et B. Calculer E,. b) Montrer

que I'ensemble des deux liaisons en A et B se ramene a une liaison pivot d'axe (A, x).
c) Le roulement B est remplacé par un roulement & rouleaux cylindriques les charges et
les flexions d'arbres sont supposées plus importantes et la schématisation se ramene au
cas de la figure 3 : rotule en A et pivot glissant en B. Reorendre |es questions a) et b).

O un pont déva
teur, de capacité
2 000 daN, e utilise
pour des travaux de
maintenance sur vehi-
cules automobiles. Le
pont se compose de
deux colonnes (1)
identiques, équipées
chacune de deux
paires de bras (3) et
(4) aticulés (pivots
daxes (B, z) et (C, 2)
en B et C sur un cou-
lisseau (2). Le coulis-
Seal, en liason glis Fig. 42 Fig. 44

siere d'axe (0, 2) par rapport a la colonne, est manoeuvré (levage ou descente) par une
tige filetée (5) entrainée par un motoréducteur (6). Le mouvement est transmis a la deuxie-

me colonne par un systéme a roues et chalne,

Le glisseur T T schématise 1a tension de la vis, ligne o’ action (A, z) = = 500 k (daN) et

F‘; = - 350 K'sont les actions exercées par |"automobile. Les poids et les frottements sont

négligés, I'ensemble est en équilibre.

Déterminer les torseurs d'actions { T, ,}o, { T, qlc, { Ty 5le €t la valeur de T.

Réponse

T=850daN; X, ,=V, =2,=0; L,=335Nn;M,==-1140; X,,=Y, =0, Zy=50;
Lys=—Mys=5300; Xy = Yy =052y, =350 ; Ly, =-2100; M, =~ 3 640 Nm.

R 126




CINEMATIQUE
GENERALITES
TRAJECTOIRES

OBJECTIFS

B Préenter la cinématiue.

B Dé€finir les notions de solide ou repére de référence, de mouve-
ments absolu et reldif.

B Introduire les principaux mouvements de solides, la notion de
points coincidents & de trgectoire.

B Ddinir les principdes grandeurs cinématiques :  vecteur-position,
vecteur-déplacement, vitesse et accélération d'un point.

B Founir des ééments concenant le repérage des olides

La cinématique est la partie de la mécanique qui étudie le mouvement des corps, indé-
pendamment des forces qui les produisent. Les grandeurs étudiées s appellent mouve-
ment, déplacement, trajectoire, vitesse et accélération. Le mot cinématique dérive du
grec kinema, qui signifie mouvement.

La cinématique présente deux types d'applications. La premiére voie est orientée vers
I"analyse des grandeurs cinématiques liées aux mécanismes et aux machines. Son but est
de définir la géométrie’ et les dimensions des piéces ou composants, tout en remarquant
que la géométrie retenue a une influence sur les efforts engendrés. Exemples : engre-
nages, transmissions diverses, cames, etc. La deuxiéme voie est celle de la dynamique et
de I'énergétique qui, pour déterminer les mouvements a partir des efforts qui les pro-
duisent, fait largement appd aux grandeurs de la cinématique.

Remarque : en cinématique, les solides éudiés sont supposés indéformables. Un soli-
de peut étre défini comme un ensemble de points dont les distances respectives restent
inchangées au cours du temps.

[ - Solide ou repere de référence - Referentiel

1. Repere et solide de référence

En cinématique, le mouvement d'un solide peut &re défini par rapport a un autre soli-
de choisi comme référence et appelé solide de référence.

Un repére de référence est un repére d espace (exemples : repéres cartésiens (0 ; X, )
ou (0; Xy, 2) lié ou “collé’ au solide de référence, permettant de repérer avec préci-
sion la postion et le mouvement du solide.
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I 1°s

Exemple

Si I'on considere le mouvement de I'avion (1) par rap-
port au sol (0), noté MY, le sol et le solide de réfé
rence. Un observateur, immobile au sol, voyant |’avion
évoluer dans le ciel, peut servir d'origine a un repéere de
référence lié a (0). MV, definit le mouvement inverse,
I'avion est le solide de référence. Le pilote, immobile
dans I'appareil, voit le sol défiler sous ses yeux et peut
servir d'origine a un repére de référence lié a (2).

2. Repere de temps

Schématisation du temps

futur

. du mouvement
{temps présent)

Fig. 2

En mécanique classique, le temps est’ considéré comme absolu et uniforme. Chaque
moment, chaque fragment de temps est identique au suivant.

Le temps peut étre schématisé par une droite, orientée du passé vers |'avenir, avec au
besoin une origine des temps (t = 0). L’'image équivalente de cet espace est une montre
ou un chronometre. La lettre ¢, appelée date, symbolise un point de cet espace.

Unité : la seconde, symbole s, est I'unité de base légale (unité SlI) du temps.
Les autres unités usuelles sont également utilisables : minute, heure, jour, année, etc.

Remarque : quelques notions concernant la relativité du temps sont proposées au
chapitre « dynamigque - mouvements plans ».

3. Systeme de référence ou référentiel

Un systéme de référence est I'addition ou la combinaison d'un repére de référence et
d’'un repére de temps.

Fig. 3

Remarque : en cinématique, le mouvement des solides sera défini par rapport a un sys-
teme de référence.




10. Génédités - trgectoires

||« Mouvements absolu et relatif

1. Mouvement absolu

Le mouvement d'un solide est dit absolu S'il est défini ou décrit par rapport aun réfé-
rentiel absolu.
Un référentid absolu (ou gdiléen) est un référentid au repos absolu dans I’ univers.

En mécanique indugtrielle, la Terre peut ére assmilée, avec une trés bonne gpproxima:
tion, a un référentid absolu (voir le chapitre « dynamique - mouvements plans »).

Remarque : alanotion de mouvement absolu correspond les notions de vitesses abso-
lues et d accélérations absolues.

2. Mouvement relatif

Le mouvement d'un solide est dit relatif g%l est défini par rapport & un référentiel relatif.
Un référentiel en mouvement dans I'univers est un référentiel relatif.

A lanotion de mouvement relatif correspond les notions de vitesses relatives et d’ accé-
|érations relatives.

Exemple : prenons le cas d'un voyageur (2), marchant dans un wagon (1) en mouve-
ment par rapport au sol (0).

Fig. 4

R, = (0, x,, Y,), lié alaterre, est un repére absolu.

R, = (A, x,, vy, liauwagon & R, (G, x,, y,) li€ au voyageur sont des reperes reldifs.
Les mouvements M+, , et M*, ,; sont des mouvements absolus,

M+, . est un mouvement relatif ;. méme chose pour son mouvement inverse M+, ,.

Remarque : le mouwement M+, , résulte de la combinaison des deux mouvements
My, et M.
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Ml - Principaux mouvements plans de solides

Un solide exécute un mouvement plan lorsgue tous les points qui le constitue se dépla
cent dans des plans paralléles entre eux. Par commodité, le plan retenu pour définir le

mouvement sera celui qui contient le centre de gravité G et le solide sera assmilé a une

fine feuille ou a une fine lamelle. Cette schématisation permet de rassembler dans une
méme catégorie la plupart des mouvements de solides rencontrés en technologie : trans-
lations, rotations et mouvements plans généraux.

Résumé des principaux types de mouvements plans l
Mouvements Propriétés Exemple
droite
N J:
/
. 2 i AB/I AgB o=

Translation ,/ | 0 barre 1
rectiligne | // AA=BB

\ 5y coulisseau 2 en

\or >= translation rectiigne

position initiale  position  finale

balai d'essuie-glace

courbes quelconques -
en translation

identiques

P circulaire
/ \ \‘
Translation / ,' N
curviligne ,’ P /
170~ bietlette
\s N
A autobus
Ay By 11 AB AB=CD

AC=BD

arc de cercle de centre A

Rotation
(d'axe fixe )
hélice en rotation
bielle BC en mouvement plan
Mouvement
plan
général
(rotation) piston
translation
Fig. 5
1. Translation

Un solide se déplace en trandation s n'importe quelle ligne (AB) de cdlui-ci reste
constamment paralléle a sa position initiadle au cours du mouvement. A tout instant, il
nN'y a aucune rotation de AB.




10. Générdités - trgectoires

Remarque : dans |’ espace, deux lignes non pardlées seront nécessaires pour définir
une tranddion.

Translation rectiligne : tous |es points du solide se déplacent suivant des lignes pard-
|dles entre eles.

Translation  curviligne : les points du solide se déplacent suivant des courbes géomé-
triques identiques ou superposables.

2. Rotation (autour d'un axe fixe)

Le solide tourne ou est animé d’'un mouvement angulaire autour d’ un axe fixe perpen-
diculaire au plan du mouvemernt.

Les points du solide décrivent des cercles ou des circonférences centrés sur |’ axe.
Toutes les lignes ou droites du solide tournent du méme angle 19 a chague instant considére.

3. Mouvement plan genéral

Un mouvement plan générd n'est ni une trandation, ni une rotation. Tous les points du
solide se déplacent dans des plans paralées entre eux aux cours du mouvemen.

Remarque : un mouvement plan peut &re conddéré comme la combinaison d une
trandation et d'une rotation.

Exemple : fleche de pelle hydraulique. On suppose que les trois vérins hydrauliques
(10+11),(8+9) et (6 + 7) sont alimentés.

ig. 6

M+, , = rotation de centre B ; M*,; = rotation de centre F;
M+, = rotation de centre M ; M, , = rotation de centre L ;
M+, ., = trandation rectiligne de direction AC ;
M, . = tranddion rectiligne de direction DE ;
vt

M+, . = trandation rectiligne de direction KP.

Les mouvements suivants sont tous des mouvements plans généraux :
M0 s M0 s M 5 MY0 s MYy 0 1 MYy 0 1 MYy 10 MY M7y, et
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IV - Points coincidents et trajectoire

1. Notion de points coincidents

yUA 1z

Y2 solide (2)

R liga(1)
solide (1)

solide (0)

Fig. 7

Les solides (1) et (2) sont en mouvement entre eux et en mouvement par rapport au
solide de référence (0). A un instant t quelconque, le point géométrique M peut étre
considéré comme lié, ou appartenant, a I’'un quelconque des trois solides (0, 1 ou 2) et
suivre le mouvement du solide auquel il est lié.

Trois cas possibles: M ligal (M), M liéa2 (M,) e M liéa0o (M)

Les points M,, M, et M, sont par définition des points coincidents a I'instant t.

Remarque 1 : il n'est pas nécessaire que M soit un point matériel du solide auquel il

est lié (C'est le cas de M, et M,).

A partir de la notion de points coincidents, il est plus facile de différencier les grandeurs

cinématiques (trajectoires, vitesses, etc.) des points de chacun des solides.

Par exemple, pour le mouvement M*, ,, au point M, on peut définir T, , (la trgjectoi-
o E— L1 2o e . P N

re), Vi o (1a vitesse) et ay, ,, (I'accélération) du point M, lié a 1 par rapport a 0 ou R,.

Méme remarque pour les mouvements M%, , et M“, .

Remarque 2 : il peut arriver que les points M;, M, et M, coincident a tous les instants,
on dit alors qu’ils sont constamment en coincidence.

Exemple : ensemble des points appartenant a I'axe de rotation d'un solide.

2. Trajectoire d’'un point

La trajectoire du point M est la courbe
géométrique décrite au cours du temps par
les positions successives de celui-ci dans le
repdre de référence R, .

Ma t1

trajectoire de M

Remarque : s M appartient a un solide ik
(1), la tragjectoire de M, notée Ty, est
définie par I'ensemble des points M, qui
coincident avec M; au cours du temps.




10. Générdités « trgectoires

Exemple : roue avant de bicyclette.
A est le point de
contact entre la
roue (1) e le
sol (0). B et le
centre de I'articu-
lation (ou du |,
moyeu) entre la | ,
roue (1) e le |\, '
cadre (2). Cestun L A A
point appartenant 1'% 9

a une poignée de frein. Le vélo se déplace en trandation rectiligne. Pour un tour de roue :
« Tezpo o SEOMeNt CC', T,y = segment BB’, Ty,,0 = segment AA’ (T, Cest aussi la
trace laissée par le pneu sur le sol).

_ Tgy, et réduite au point B. B, et B, sont constamment en coincidence. 1l en résulte
que Ty, est identique @ Tpy .

. T4y, = cercle de centre B et de rayon AB.

. T41,0 est une courbe particuliére appelée cycloide (voir figure).

\‘
8
(9]

Y

1 tour de
w  roue

yal

V- Vecteur-position et vecteur-depl acement

La notion de vecteur-position est également abordée dans le chapitre “Vecteurs'.

1. Vecteur-position oM

Ry = (0, xp, y,) st un repere de réfé-
rence lié au solide de référence S.,.

Le vecteur position OM déinit la posi-
tion, & I'instant t, du point M dans son
mouvement par rapport au repére de
référence Ro- S, ou (0) : solide de référence

Fig. 10

/4 % N
2. Vecteurdéplacement MM, oy,

S M, est |la position du point M a l'ins-

tant ¢, e¢ M, la position de M a t,, le
— PPN Z

vecteur M, M, définit le déplacement de

M entre t, et t, pendant la durée

(t2 - tl)

MM, = M,0 + OM, = OM, - OM,

Remarque N
le vecteur-déplacement M;M, mesure

la distance entre M, et M, Fig. 11
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Exemple : considérons un avion (1) en phase ascentionnelle suivant une trajectoire rec-
tiligne, R, est un repere lié au sol.

(ﬂ[(l)l ou OM,=17 (km) - M,

M \ -~ '

(Wzillll ou OM,= 117+47
MM, = OM,~ OM, -
- (117+47)- 17 £
=117 +37 o7
Distance entre M; et M,: =

|| MM, ||= J11%+ 3% =11,4km. Fig. 12

4 Km

Y

11 km

VI - Vitesse et accélération

1. Vecteur vitesse V,

- _—) . .
S MM’ déinit le déplacement du
point M pendant la durée (t ' =t = Af), ~
on peut définir la vitesse moyenne de
Ma M’ par :

o _ MM _ MM

moy = [y At

(e'-1)

tangente
enM

~
N

Si maintenant on fait tendre t' vers t
ou At vers 0 (« passage ala limite »),
—_— - —

MM’ = OM’ = OM tend vers AOM et
la vitesse moyenne tend vers la

trajectoire de M

vitesse instantanée V,,. Fig. 13

—
La vitesse V), du point M est égale a la dérivée par rapport au temps £ du vecteur posi-
tion OM.

__)
Remarque : lavitesse V,, est toujours tangente en M a la trgjectoire.

2. Vecteur-accélération a,

Méme démarche que précédemment, |’accélération @, sobtient en dérivant par rapport
au temps la vitesse V,,
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10. Géné&rdités - trajectoires

Fig. 14

. accélération tangentielle portée par la tangente en M.

. accéération normale perpendiculaire & @, et toujours orientée vers la partie conca-
ve de la trgjectoire.

£l2|

mouvement  accéléré mouvement  décéléré cas d'une vitesse constante
M at YM 5: M VM at=0 M V;7
- "\ / Ll T —— .
2 a a

‘ig. 15

Le repérage d'un solide nécessite
deux familles de parametres :

a) des coordonnées pour définir la
position d'un point origine apparte-
nant au solide (OA’ par exemple) ;

b) des parameétres permettant de
définir la position angulaire du solide
par rapport au repére de référence
(@ par exemple).

Fig. 16

Remarque : dans le plan, trois paramétres suffiront pour repérer n’importe quelle posi-
tion de solide (X, Y,., et 8). Dans I'espace, six paramétres seront nécessaires. ,

La description du mouvement du solide impose a la fois de définir les caractéristiques
cinématiques d'un point (T, 0, Vay € @, € la définition des grandeurs angulaires
(6, w et q).

Plusieurs types de coordonnées (cartésiennes, polaires, etc.) sont utilisables pour repérer
la position du point (A) (voir formulaires).
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EXERCICE RESOLU

L’ensemble proposé représente schématiquement le systéme bielle (2), manivelle (1)
et piston (3) d'un moteur a essence. Les liaisons en A, B et C sont des liaisons pivots
dont les centres portent le méme nom.

a) Determiner la nature des mouvements suivants : M+, , ; M%,  ; M+, .

b) En déduire la nature des trajectoires : Ty, /o ; Thop i Teyso € Tessor

c) Tracer point par point la trajectoire du centre de gravité G de la bielle (T, ).

AB=35 mm
BC =128 mm
CG=2BG

Fig. 17

Résolution

. M%,,, = rotation de centre A et T, n = Tgyy = cercle de centre A et de rayon
AB = 35 m

. M, = trandation rectiligne de direction AC, Tgs0 = Ty = SegmMent C,C,, de
70 mm de longueur, B, et B,, C, et C; sont des points constamment en coincidence.

« M%, ;= mouvement plan général.

TGZ/0 est une courbe symétrique, obtenue graphiquement point par point.

|

3
-

o——- 12| 1\1177| | —f— =~
G 012[:0 9/8 7%

course du piston =2 AB= 70 mm

TCay = |

ig. IS8




10. Generalites -  trgectoires

EXERCICES A RESOUDRE

O Le dgodtf popse shémai-
guement est un mécanisme d'en-
trainement a griffe de caméra. La
manivelle (1) d'axe O,, entraine en
A la griffe (3). La bidlette (2) d'axe
0, assure en B le maintien de (3).
La griffe tire le film en C et le fait
avancer d'une image a la cadence
de 24 images par seconde.

a) Déterminer la nature des mou- Fig. 19
. vt . vt R vt R
vements M 1/0 M 2/0 M 3/0
vt
M55

b) Déterminer la nature des trajectoires @ T,y i Taso i Taop € Thaso-

c) Déerminer point par point, graphiquement ou par logiciel, la trgectoire du point
C de la griffe Tesq-

- Sur quel trongcon et pendant combien de temps le film reste-t-il immobile ?

= Quel est le sens de rotation de la manivelle (1) s le film avance de la gauche vers la
droite ?

0,A=6,9 mm
0,B=11,1mm
AB=159

Xo1= 15,9
Yo1=295

Xp =—13,6
Yc=58

y Nyjo = 1 440 tr.min™!

Fig. 20
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h Le mécanisme proposé est une suspension de locomotive basée sur le mécanis-
ime a quatre barres de watt. L'essieu moteur est en liaison pivot (axe C) sur deux boi-
tiers aroulement (6). Chague boitier est relié au béti par deux bidlettes (3) et (4) arti-
culés (pivots) en A, B, D et E. La suspension est obtenue par des ressorts (8).

@) Déerminer la nature des mouvements : M%,  ; M*, . ; MY - (5 = chassi9).

b) Déterminer la nature des trgjectoires : Tpys €t Tpys.

c) Déerminer point par point, graphiquement ou par logicid, la trgectoire du point
C s B vaieentre B, et B,;. Commenter les formes et les particularités de la trgjec-
toire obtenue. Quel et I'intéré& du dispostif ?

AB=DE=240
BC=CD =265
Xg= 825
{ Ve = 408

4 en position haute?

Fig. 22
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10. Générdités - trgectoires

d .- potence d' équilibrage proposée est utilisée pour diminuer le roulis sur les bateaux.
Les potences sont placées perpendiculairement au plan de symétrie du bateau, la charge
(7) face alamer. Si I’on écarte les charges (7), le moment d’inertie du navire par rapport
a |I’axe de rotation du roulis augmente, diminuant ainsi la vitesse de rotation ou roulis.
La potence se compose d'un vérin d' équilibrage a ressort (5 + 6), libre de trandater
horizontalement dans la rainure R, et d'un ensemble de barre articulées entre elles en
pantographe avec un contrepoids (8). Les liaisons en A, B,C, D,E, F, I,J, Ket L
sont des liaisons pivots de centre de méme nom.

a) Quelle edt |a nature des mouvements : M*, o M, s MY, 05 M, o0 MY o MY, o 2
b) Montrer que les points A, C et F restent aignés et que AF/AC est constant.

c) Déterminer |’effort F exercé par le vérin en fonction de la valeur de P.

Fig. 23

AB=BC=DE=280
AD=DF=1680
BD= CE= 1400

500 daN

Fig. 24
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Q La plupart des grues portuaires
poursuivent le méme but : limiter et
éviter le levage des charges.
L’ objectif, une fois la charge sortie
de la cale du navire, est de trandater
celle-ci, horizontadlement, sans leva-
ge jusqu’aux quais, ce qui diminue
les dépenses énergétiques. L’étude
porte sur le modéle le plus répandu,
les grues dites a fléchette. La grue
proposée (capacité 50 tonnes) se

compose d'une tourelle (0) pivo-

Fig. 25

tant sur le bt _(7) mobile en transla- longueur (L) du cable a:L = FB+ BC+ CG [P F8] ca O
tion sur des rails. L et BC sont constantes ;_ 130
Le me’canlsm(? de la grue se com- AD = 18 000 mm 3 ;3
pose d'une fleche (1) articulée en E |
P BC=12 150 mm 5 290
sur la tourelle et en B sur la fléchet- ; 340 ‘
te (2). La bidlette (3) articulée en D | o~ 4%00mm 7 e
: o BE=19 350 mm g e
et A sur (0) et (2) assure le maintien. 9 190
La manceuvre de la fleche est assu- 10 542

e

rée par un veérin hydraulique
(5 + 6). Un contrepoids (10) assure
I’équilibrage de I'ensemble en com- ‘
pensant le poids de la fleche. La treuila
charge (8) de centre de gravité G  amét .
peut monter ou descendre gréce au
céble (4) manoeuvré en F par un P
treuil situé dans la tourelle. Le cable trajectoire de B
coulisse librement gréce aux pou-
lies placées en B et C. Les liai-
sonsen A, B, C, D, E e F sont des liaisons pivots de centre de méme nom.
a) Quelle_est la nature des mouvements : MY, o ; MY, , ; M, ; ? En déduire la natu- __
re des trajectoires Tyg/ ; Tpyo 1 Tago & Trap. i
b) Déterminer point par point, graphiquement ou par logiciel, la trgectoire du point
C appartenant a la fléchette (2) T, .
c) Si le treuil et a I'arét, la longueur de cable FB + BC + CG restant constante,
déterminer la trajectoire T, du centre de gravite G de la charge. On négligera le
diametre des poulies.

trajectoire de A

Fig. 26 1

O L

Réponse

10 9 M, @ rotation de centre E.

M+, . rotation de centre D.

M, , - mouvement plan  générdl.

Tpa0 = Tagy = &C de cercle de centre D.
T 0 = Taso = &C Oe cercle de centre E

L-FB-BC)

9600 mm

(CG

0 9 887 6 5 432
Ty (droite horizontale entre 3 et 10)

Fig. 27
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MOUVEMENTS
DE TRANSLATION

OBJECTIFS

m  Indiquer les propriétés correspondant aux  mouvements de
solides.

m  Déinir les vitesses et les accdéraions dans le cas des trandations
rectilignes. En donner les représentations graphiques.

m  Dévdopper les principax cas particuliers :  mouvement rectiligne
uniforme, mouvement rectiligne uniformément accél éré, etc.

1 - Translation des solides

Lorsgu'un solide est en trandation, chague ligne de cdui-ci se déplace paralldement a
sa position initiale au cours du temps.

Remarque : en cinématique plane, il suffit de montrer qu'une seule droite vérifie la pro-
priété pour qu'il y ait trandation. Dans I'espace, deux droites non paralléles seront
nécessaires.

1, Propriétés

—= Tous les points du solide en trandation ont des trgjectoires identiques (courbes géo-
métriques superposables) : T=T,=Tg=. ..

- Tous les points du solide ont méme vitesse ¥ : 3 = TA = \73) =...

- Tous les points du solide ont méme accélérationa : @ =a, =az = . . .

- Le mouvement de trandation d'un solide est complétement défini par le mouvement
de I'un quelconque de ses points.

(AB paralléle 3 Ay By & tout instant ¢ )
(2.
Yo trajectoire de A (T4=T)
référence . -
8= trajectoire de B(73=T
% (position initiale ¢ = 0) A\ (l=1)

Fig. 1
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2. Differents cas

Schématiquement, on distingue deux grandes familles de translations

a) Translations rectilignes
Les trajectoires (T) des points sont des droites ou des segments paralleles.

b) Translations curvilignes
Les trajectoires des points sont des courbes géométriques quelconques identiques du
plan ou de [lespace.

Cas Trajectoires Propriétés

e 7 _ v

= a

8 | ACy/AC :

S | AB/AB /v

= — >

= AA=BB=Cl=T d o

£ " \g“ mouvement accélgré mouvement freiné ou décéleré

= - - .

(aet vsont portées par la trajectoire T)

% -~ a <90° . mouvement

E v accéléré

E ABJ/ AyBy o > 900 : mouvement

= décéléré

[ [ R

E o vest langente 2 la rajestoire en Agy B
- courbes identiques aest orienté vers la partie concave de T
Fig. ¢

Exemple : translation circulaire pour laquelle les trajectoires T sont des cercles ou des
arcs identiqgues de méme rayon.

Remarque : une translation circulaire ne doit pas étre confondue avec une rotation.

Le solide (1) proposé, suspendu en A et B

par deux barres AD et BC, est en transla-

tion circulaire par rapport au bati fixe (0).
ABCD est un parallélogramme.

- Toutes les trajectoires sont des arcs de

cercle de rayon R=AD =BC = ...

- La vitesse Uest tangente aux trajectoires.

En A et B, vest aussi perpendiculaire a AD

et BC.

- L’accélération d est orientée vers I'inté-

position initiale solide 1

rieur des cercles.

|1 - Cas des translations rectilignes

Les propriétés et les résultats de ce paragraphe sont applicables a un solide en transla-
tion rectiligne, mais aussi & un point matériel se déplagant sur une ligne droite.




11. Mouvements de trandation

. t': t+ At

Fig. 4

La position du solide ou du point matériel (A), al'instant ¢, est définie par la distance
(ou abscisse) x, mesurée a partir du point O pris comme référence ou origine.

A Tlingant suivant £’ (" = t + At), A Sest déplacé et occupe la position A’ & X' de 0.
Le déplacement de A & A’ est (Ax = x’ =~ X) et a été effectué pendant la durée

At=t =t

1. Vitesses en A

a) Vitesse moyenne (v,,,,)
La vitesse moyenne de A entre les instants t et t ’ est égale a la distance parcourue divi-
sée par le temps mis pour parcourir cette distance.

_X—XxX A_X "
Ymoy =Yt T AL unités : m.s™! ou m/s

Exemple : sur un trongcon d'autoroute parfaitement rectiligne, un véhicule monospace
parcourt 5 km en 3 minutes 20 secondes. Déterminons la vitesse moyenne :

= —2000 _-25ms

(3% 60+ 20)
ou U, = 25 X 3,6 = 90 km.h'!

Vv =_A_x 1
moy = At

Remarque : la vitesse moyenne ne décrit pas les fluctuations du véhicule (ralentisse-
ment, accélération, arréts). Ce sera le rdle de la vitesse instantanée.

b) Vitesse instantanée v

Dans la formule précédente, plus At est petit, plus la vitesse moyenne se rapproche de
la vitesse instantanée. Celle-ci S obtient par passage a la limite (At tendant vers O, ou ¢’
tend vers ) et v est égale a la dérivée de x par rapport au temps t.

o,

V = lim (%—’t‘} donne . p=8X_y unités : m.s~! ou fh/s

el Ll t
At—0

2. Accélérations en A

Les accélérations traduisent les variations de la vitesse (ralentissement, accélération,
etc.). L’accélération moyenne a,,, entre les instants ¢ et ¢’ est égale a la variation de la
vitesse (Au = v’ ~ v) divisée par At. S on fait tendre At vers O, I’accélération moyenne
tend vers |'accéleration instantanée a (dérivée de v par rapport au temps t).
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<.
!
<
g
<

g

&
Ant

1
-y
>
Lo

““unités : m.s?

Remarque : S a est positif, le mouvement est accéléré et la vitesse y augmente pro-
gressivement. Si a est négatif, le mouvement est décéleré, freiné ou ralenti et v diminue
progressivement.

3. Représentations et interprétations graphiques diverses

De nombreux graphes sont possibles pour représenter, comparer et interpréter x, v e a

Remarque
dx

S on dimine dt des relations v = a4t eta= %—‘t’ , on obtient :| v.dv=a.dx |

2

vdu= <(l’ J)r est la dérivée de I'énergie cinétique (E. = 1 mv?)
) )

en prenant la masse m = 1 Kg.

Graphes Observations

GRAPHE x=f (1)
vy peut étre déterminée par mesure
de la pente de la tangente en M.

- 0% _ Ak _Hk |
W=tan o= = F=g-= Ak

GRAPHE v=F'(1)
a, peut étre déterminée par mesure
de la pente de la tangente en M,

Dérivation graphique

i
as= fan 7:TIV‘A_=AZfI:1‘E=W

GRAPHE v="1" (1)
Aire hachurée = vdt= dx=Ax,

X th
f dx=x2—x1=f vdt
X il

_ _ |aire sous toute [a courbe
b X‘)" entre tet b ]

GRAPHE a=f"(t)
Alre hachurée =adf =d v

] ]
J‘v] dv = Vz-H=J;1 adt

(|é - bﬁ) _ |aire sous toute la courbe
entre Het b

Intégration graphique

GRAPHE a=g(x) variation énergie

i 5 Cinéti
Aire hachurée :adx = vdv %( - VF) = entlre t?elftetz
2 -
vdv:d(lz-); Ec=;—mv2 pourm=1
lairesoustoute]

» 12 _.2V_ [ 4.=| lacourbe
fw vdy = Q-(lé Y )-J:q dx entre xiet x,

Fig. 5



11. Mouvements de trandation

4, Mouvements rectilignes particuliers

a) Mouvement rectiligne uniforme
C'est le mouvement le plus simple, sans accélération (a = 0) et avec une vitesse constan-

te au cours du temps.
Equations de mouvement
X, - déplacement initid at = 0

v, : Vitesse initiale et vitesse du mouvement
x : déplacement a l'instant ¢

Allure typique des graphes

VA a

X

0

Fig. 6

b) Mouvement rectiligne uniformément accéléré
Il sert de modéle a de nombreuses études simplifiées. Pour ces mouvements, accélérés
(a > 0) ou décélérés (a < Q), I'accélération a reste constante au cours du temps.

Equations de mouvement

conditions initiales du mouvement :
at=0;x=x,;v=yyeta=aq,

Formule utile :| v2 = v,? + 2a {x ~ X,

Remarque : la formule s obtient en diminant le temps ¢ entre les relations donnant v et X.

Allure typique des graphes

a
P ooa

Fig. 7
c) Mouvement ayant une accélération fonction du temps t

a=glt) v-vo+f glt).dt x= xoj v.d
d) Mouvement avant une accélération fonction de la vitesse v

a = h{v) t=rﬂ X =X, Jh@@‘)

h(v) -
JUO JUO
e) Mouvement ayant une accélération fonction du déplacement x

a=wlx) UZ:u§+2fqux).dx t=f%(x) avec v = z(x)
X0 X0
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EXERCICES RESOLUS

O Lechaiot d une machine pour découpage laser
ateint la vitesse de 10 ¢m.s™ en 2 secondes. Le chariot
évolue a vitesse congtante pendant 8 secondes puis S ar-
réte en I’ espace de 12,5 cm. Les accélérations et décé-
|érations sont supposées condantes. Déterminer les
équations de mouvement pour chacune des trois phases.

chariot

Résolution

Phase 1 : accdération a, ;
conditionsinitidles: x,(I) =0 ety,( 1) =0

ajt-
2
pourt=2:v,=10cms'=a,X2=a =5

Formegenerde: y =gt et x =

a, =5 cm.s? v,=5t X, = 2,5t

Remarque : pour f =2 ; x; = 2,5 x22 =10 cm.

Phase 2 : trandation uniforme a la vitesse
v, =10 cm.st; x, = 10 ¢ + x,(0)
at=2;x,=10=10x 2+ x,(0) = x,{0)=-10

a,=0 v,= 10cms! x,=10t=-10

Remarque :pourt=2+ 8 =10;
x, =10x 10 - 10 =90 cm

Phase 3: mouvement décéléré, la vitesse passe
de 10 cm.s* a0 sur 12,5 cm.

vf= vf + 2az (x5 - x,) zo : (1)0
0 =102 + 2a,(12,5) xsf—x _ 125
€l [a;= =4 cm.s? S 70 ’

V3= agt + U,(3) = -4t +yy3)
Pourt =10;v= 10 = ~ 4 X 10 + v,(3) €t vy(3) = 50 ig.9
Xg==-2t2+ 50t + x,3)

Pour t =10;x =90 = ~ 2x 102 + 50 X 10 + x(3)
X,(3) = = 210

t=12,5slorsque v = 0.

L Le déplacement (en m) d'un point matériel est donné par X = 8 ~ 12 ¢ + 3.
Déerminer le temps nécessaire pour ateindre la vitesse de 36 m.s . Que vaut I'accélé-
ration lorsgque v = 15 m.s! et le déplacement entret = 1 et t =4 s ?




11. Mouvements de trandation

Résolution

| dx 2 dv

et U—'&‘-—St—lz G=E=6t
L0=36= 32 - 12 dou: t=,/38F12 ~4s
.v=15=3tZm12dou: t=3s,et a= 6t =6 x3 =18 m.s?Z

Xymx;=(@-12x4+3)-(1°-12%x1+3) =27 m.

t 0 1 2 3 4 5 6
v -12 -9 0 15 36 63 96
X 3 [-8 | -13 (-6 19 68 147

012345 t

Fig. 10

| Le systéme hidle-manivelle sert de base a de multiples appareils (moteurs, ther-
Miques, COMPresseurs, presses, etc.). Le mécanisme se compose d’ une manivelle OA (1)
articulée en 0 sur un béti (0) et en A sur labielle AB (2). La bielle est articulée en B sur
le piston (3) animé d'un mouvement de trandation rectiligne par rapport au béi (direc-
tion x ou OB). Les liaisons en 0, A et B sont des liaisons pivots. Ecrire les équations
générales du mouvement de trandation du piston (Voir fig. 17 page 136).

Résolution

. a est I'accélération angulaire de
la manivelle (1).

« Par dérivations successives,

en remarquant que :

Rsné=L snf;

X=R cos®+L cosp,

on obtient les relations suivantes :

x=R [c059+vk2—sin26)

. in 20 :
v=—ar|sinf+ sn 2 Fig. 11
k* - sin’6
.2 0 .
a=-o’R |cos 0+ CZOS'?RZ o Sin 2 == arlsinf+ szn 26 >
ViC-sin®6 4 \/(kz—sinze) 2Vk"-sin"0
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EXERCICES A RESOUDRE

Q Déterminer les équations des 4
mouvements du graphe proposé.

Rép
x,= 0,75t = 0,75
x,=15;
X =t
x, = 0,6t + 2,
x(m) A
5
) pZamy
5 /,9// bl
2 o ’/
Z pd
1 A
// >
0 1 2 3 4 5 6 t(s)

Fig. 12

O un cyclomoteur part d’'une ville A

vers une ville B a la vitesse moyenne de
40 km.h! (vent de face). Arrivé en B, il
revient vers A a la vitesse moyenne de
60 km.h™! (vent de dos). a) Déerminer |
sa vitesse moyenne pour un aler et
retour. b) Montrer que cette vitesse est
indépendante de la distance entre les
deux villes. On remarquera que cette
vitesse n'est pas égale a 50 km.h™.

M| Le graphe des vitesses proposé
donne les trois phases de la course aller
d'un chariot de machine automatisé.
Conditions initiales :

t=0,x=0

Déterminer les accélérations et les

équations des trois mouvements.

v(ms™)

-

25 3 t(s)

_le heure et a auelle distance y a-t-il croi

O it trois trains A, B e C circulant
entre Amiens et Paris via Creil (distan-
ce Amiens-Paris 150 km ; Amiens-Crell
90 km). A part dAmiens, vers Paris, a
7 h 30, a la vitesse de moyenne de
150 km.h!, sans arrét. B part de Creil,
vers Amiens a4 8 h a la vitesse de
80 km.h™!, sans arrét. C part de Paris,
en direction de Creil, a 7 h 45 & la vites-
se de 120 km.h™l, sarréte a Creil pen-
dant 15 minutes, puis repart vers
Amiens & 150 km.h!. & Ecrire les
équations des trois mouvements. Tracer
les graphes correspondants. b) A_quel.

sement de A avec B etde A avec C !
c) A quelle_heure et & quelle distance C
dépasse-t-il B ?

Ré

Q Le graphe des vitesses proposé
décrit la vitesse d'un objet en chute libre
(trandation rectiligne). Déerminer les
équations du mouvement si, pour { = O,
X = =200 m.

Réponse
a= =10 m.s‘z;
p==10t+30 ; x= = 52 + 30t = 200.
v(ms™) A
10 T
0 + + >
12 3N\ 4 £(s)
-10 Te—————

Fig. 14

X, =-120t + 15Q ; Xz = 80t + 20 ;
X.=120t-30 (s | <0,75);

X, =60 (si 0,75< 1 <1);
Xe=150t-90 it = 1)
AavecB:l=065etX=72;
AaecC:|=075etX=60;
BavecC: Ll =15714 et X =145,7.

D Une voiture. de formule 1 effectue la
distance 0 = 1 000 m, départ arrété, en
19 secondes. Si le mouvement est sup-
posé rectiligne et uniformément accélé-
ré, déterminer |’accélération du véhicule
et sa vitesse au bout des 1 000 m.

Rép

a= 554 ms?; y= 1053 m.s! (379 kmh).

Fig. 15




11. Mouvements de trandation

Q Un piéton marche le soir sous un
lampadaire, le mouvement est supposé
rectiligne et uniforme. Le piéton mesu-
re h= 1,8 m (le lampadaire H = 6 m)
et marche a la vitesse V, constante.

a) Déerminer la vitesse V, de I'extré-
mité (A) de I'ombre du piéton en fonc-
tion de la vitesse V, de celui-ci.

b) Montrer que V, est constante.

Fig. 16 y A

+El Pour le tournage d'un film d action,
on prépare avec précision la scene ou
une automobile tombe du haut d'un
pont et fait une chute sur la hauteur
h = 120 m. La résistance de I'air est
négligée, g = 9,81 m.s? est I'accéléra-
tion du mouvement. a) Ecrire |'équa-
tion du mouvement. b) Déterminer la
durée de la chute. ¢) Quelle est |a vites- |
se d'arrivée au fond du ravin ?

Réponse

O Auwx EtasUnis, les compétitions
entre dragsters sont classiques. Le vain-
queur est celui qui, départ arrété, par-
court le plus vite une distance imposée
(1 000 m, 1 mille, 2 000 m, etc.). Un
des dragsters atteint la vitesse de
280 km.h! entre O e 400 m. S le
mouvement est supposé rectiligne et

uniformément accéléré, déterminer

I’accélération de I'engin et le temps mis
pour parcourir les 400 m.

Fig. 17

x=491;v=981t,t=495s;
v, = 48,6 ms! (175 km.h77).

oosition initiale

Fig. 19

Qd  Avecun pistolet, on tire verticale-
ment vers le haut. La balle sort du
canon a la vitesse de 600 m.s!.

La résistance de I'air est négligée,
g = 9,81 m.s?. a) Déerminer les équa
tions de mouvement de la bale (a, v et
X). b) En déduire la hauteur maxi d'as-
censon de la bdle. ¢) Quele est la

vitesse du projectile a 6 000 m d'altitu-

B rour aterrir, un avion arrive en
bout de piste & la vitesse de 300 km.h.
La longueur d’ atterrissage est de
1 200 m et le mouvement est suppose
uniformément décéléré. Déterminer la
décédération de I'appareil et la durée
totale de I'atterrissage.

Réponse

a=-289ms? t=288s

de ? d) Au bout de combien de temps
retombe-t-il au sol et a quelle vitesse ?

M| Une automobile arrive en haut
d'une cote a la vitesse de 72 km.h?,
puis descend en roue libre une pente de
15 %, freins desserrés sur une longueur
de 1 000 m. Déerminer la vitesse d'ar-
rivée du véhicule au bas de la cbte et le
temps mis pour descendre.

Réponse

a=gsna=146ms?;t=257s;
v = 57,5 ms? (207 km.hY).
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Q  Un colis descend un plan incliné AB
(angle a, hauteur h). Le mouvement de
descente s effectue a accélération constan-
te. @) Montrer que la vitesse d arrivée en B
est indépendante de a et ne dépend que
de h.b) AB=3m ;BC= 3,6 m; lecalis

ariveen A alaviteseV, =12 ms! &
sarréte en C 2,8 secondes aprés avoir
quitté A ; I"accélération entre A et B est de
0,3 g. Déterminer la deécéération entre B
et C (supposée constante) et le temps mis
pour aler de B a C.

Réponse

g = - 2,65 ms?;t=1723 s,

colis

Fig. 20

L L'accdération d'un chariot de
machine de production automatise est
indiquée par le graphe propost. Les
conditions initides du mouvement
sont:t=0;x,=0€ty,==8cms™.

a) Déerminer |es équations du mouve-

ment. b) Quelle est la vitesse du chariot
at=>5s e le déplacement effectué

pendant les deux premieres secondes ?

a(ems?) 4

N

[T = P « ]

Fig. 22

O une équipe de cascadeurs prépare un
numeéro ou I'un d entre eux, monté sur un
tabouret de hauteur H = 4 m, attend
qu’ une voiture lancée a la vitesse constan-
te v vienne le percuter. g = 9,81 m.s2, les
pieds sont suffisamment fragiles et le cas-
cadeur tombe verticalement. &) Ecrire I%

équations de mouvement. b) Quelle doi

étre la vitesse v minimale pour que le cas
cadeur tombe sur le sol et pas sur le toit du
véhicule ?

o
C o

S
| o
8| =
V2 NS
—_— b~ ¥
Y
L=4290 _| L

Fig. 21

L Le principe du systéme manivelle-
cadre sert de base a de nombreux appa
reils divers (scie sauteuse, taille-haie, mou-
lingt, etc.). Le mécanisme se compose
d une manivdle (1), entrainée en A par
un moteur, et transmettant en B un mou-
vement de trandation rectiligne alternatif
a un cadre (2). Ecrire les équations géné-
rales du mouvement du cadre.

R

Yy=Rc¢os@=Rcosot;p==wRsing;
a= - @?R €05 6.

glissiére

Fig. 23

L Uneramedu méro du futur relie
deux dations distantes de 10 km. S
I’accélération et |a décdl ération, suppo-
Sees condantes, sont limitées a 0,6g
(9=9,81 m.s?) et g lavitesse es limi-
tée a 400 km.h!, dé&erminer le temps
mis pour parcourir les 10 km.
Rép

Un navire porte-conteneurs avance a
la vitesse de 10 nceuds (1 noaud = 0,5144

m.s). Les moteurs sont coupes. |l faut

12 minutes au bateau pour reduire sa vites-

se a5 neeuds. Quelle distance at-il parcou-

ru s la décélération est proportionnelle au

carré de la vitesse (a = — kv?) ?

Rép

1,81 minute.

k=5;p=10/1+5t):x =2 In (1 + 5t);: 2 567 m.




MOUVEMENTS
DE ROTATION

OBJECTIFS

m  Ddinir les notions de vitesse e daccdération angulares.

W Traiter les cas particuliers : rotation uniforme et rotation unifor-
mément accélérée.

m Indiquer la vdeur de la vitesse e de I'accdération pour un point
i & un solide en rotation.

m  Déinr les notions de vecteur-rotation €& de vecteur-accdérdtion

angulaire.

1 - Angle de rotation,
vitesse et accelération angulaires

1. Angle de rotation @

La rotation d'un solide est définie par son
mouvement angulaire. Pour un solide en rota-
tion plane (rotation d'axe 0), il suffit de mesu-
rer I’angle de rotation 6 d'une droite quel-
conque (OA, OB, etc.) appartenant au solide
pour repérer la rotation de celui-ci.

Remarque Og=0,+y
1 tour = 2 = radian = 360" (1 rad = 57,296").
Il n'est pas nécessaire d'avoir un axe de rotation fixe pour avoir un mouvement de rotation.

2. Vitesse angulaire ou vitesse de rotation @

La démarche est la méme que pour les trans-
lations rectilignes.

" ZY
positiona /

Vitesse angulaire moyenne Fotrart
\

Orog = %Q = %;Q ) _Mion a l’instgnt t

Fig. 2
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Vitesse angulaire instantanée

- lim [A8)_d O _ §
“"Alt‘To(At) ar= 9
unités : rad.s!

Remarque :d N est la vitesse de rotation en tours par minute, alors

N
?®="30

Exemple : N = 1 000 tr.min"} donne o = 1—0038—Xn: 104,72 rad.s™.
On remarquera que @ = 0,1 N.

3. Accélération angulaire a

- lim [A®)_d@_ . _d%6 unités :
a—‘Altl—-)mO( t)— T ou 04-——-{2——.9 . SR
Remarque : odw=add ou 6d =648

4. Mouvement de rotation uniforme

L’ accélération angulaire a est nulle et les équations de mouvement sont :

L B=Brat

‘a=6=0  ®= @ =constante

Exemple : équations de mouvement d'un moteur éectrique tournant & 1 500 tr.min™.
Quel est I'angle parcouru en une heure ?

N 1500 - 5

Equations : @ = 157 rad.s? ; @ = 157¢.
€ s 157 x 3 600 = 565 200 rad (= 90 000 tours).

5. Mouvement de rotation uniformément accélére

L'accéération angulaire a est constante.

‘a?const\ante 2 ‘ = a{ + Wy : G= 90+ mot“l'*‘%*

Formule utile : | @ = w2 + 20:(8- 6,)

Conditions initidles: a t = 0, @ = w, et 8 = 6,.
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12. Mouvements de rotation

Remarques :s a >0, il y aaccéération ;s a < 0 il y a décéleration ou freinage.
Les relations précédentes sont analogues a celles établies pour les mouvements de trans-
lation rectiligne.

Exemple : un arbre de turbine atteint la vitesse de 4 000 tr.min™! en huit minutes.
Déterminons les équations du mouvement s |’accélération est constante.
At=0,6,=0 et @,=0,ilresulteque:

2
o=ot & g=akl

2
At=8x60=480s, w=&??00ﬂ =4189rads!
w4189 i}
a—T _W = O,873rad.s 1

Résultats : @ = 0,873 t et 6 = 0,436 2

|1 - Vitesse et accelération d’un point

1. vitesse

La trgjectoire de A, T,, est le cercle de centre O et de
rayon OA = R.

@ est tangente en A au cercle (T,) ; dle est également
perpendiculaire en A a OA.

L’intensité de \7: est égale au produit de OA par la vites-
se angulaire @ du solide :

Vi=w.0A=owR

2. Accélération

L’accéération @, du point A posséde une composante
normale <(dirigée de A vers 0) et une composante tan-
gentielle <(tangente a T, ou perpendiculaire a OA).

| 2
A =d.+d a=aR=aOA a,,:aﬁR:yﬁ-:anA

Différents cas Fig. 4

vitesse  constante décélération ou freinage

a>0 a<0
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I - Vecteur-rotation @

La représentation vectorielle de la vitesse de rotation @ est nécessaire aux études ciné-
matiques dans I’ espace. La démarche et la méme que pour le vecteur-moment et le

moment scadaire,

1. Vecteur-rotation @

L’ axe de rotation (0, 2) est perpendiculaire au
plan du mouvement de rotation (0, X, Y).

La vitesse angulaire o et définie par le vec-
teur-rotation @ porté par I’axe de rotation et
tel que:

V=@A0A

Remarque : 3 larotation se fat de x versy,
@ est positif et est orientée vers les z positifs,

2, Vecteur-accélération angulaire o

Comme pour @, le vecteur acodération angu-
laire a et porté par I'axe de rotation (0, 2).
L’ accéération du point A devient :

3. Cas d’'un mouvement plan

,axe de
| rotation X

Fig. 6

Fig. 7

S le mouvement et a‘fectue dans le plan (O X, y) (B est dsont constamment portés
par z (vecteur unitaire K) et s écrivent @'= o Ketd

u et U sont des vecteurs unitaires de OA et de

la perpendiculaire & OA.
0A =O0AU
E)/\U=3etﬁ/\3=—17
V, =6r0A=0krOAU=0O0AD
@ =drOA=0KAOAG=aOAT
a)n =OA (5A—O—X)=5/\—\7;

ok A0OAT=-?OAU

Fig. 8

(0.x:y; 2) = repére de réféerence,
(O;u;v;2 =repérelié au solide.




12. Mouvements de rotation

EXERCICE RESOLU

Q Pour I'hélice d'avion proposée, si la vitesse angulaire et de 1 000 tr.min™!, déter-
miner les vitesses et les accélérations des points A, B ee D(OA = OB = 1m .
OD = 0,5 m ; w et constante). Dés que le moteur est coupé, I'hélice fait 50 tours avant
de simmobiliser. Déerminer la décélération angulaire, |'accéération tangentielle en A
et le temps que le moteur met pour s arréter (t,).

Résolution
Y Y% _,_1x1000
a) OA ~0B~6D 30 =104,7 rads™?

Vg=V,=104,7x 1 = 1047 ms?1;V, = 104,7x 0,5 = 52,36 ms!
west constante : = 0;a,=aR =0;a, = ©’°R ;?=—a)n
a, = ayy = 104,72 x 1 = 10 966 m.s?; a, = 104,72 x 0,5 = 5 483 m.s?

distribution
—_—

des vitesses

horizontale

A\

1000 tr.min
51/0

Vo=V,

Fig. 9

b) w% = w2 + 20, (60 = 8,) = 0 = 104,72 + 2 (50 X 2m)
dou:a=-17,45rads®
a=0kl=-1745x1= ~-1745m.s?2

Equations de mouvement : § = - 8732+ 104,7t, o = - 17,45t + 104,7.
En fin de mouvement :
®=0=-1745¢ +104,7dolt, =6 s

Remarque
V, eta,, varent au cours de la décélération.

0<V,=<104,7;0 < g, < 10 966

S on suppose qu'au démarrage, |'hélice fait
50 tours pour atteindre la vitesse de
1 000 tr/min, les résultats précédents sont
inversés : a = 17,45 rad.s?

a, = 17,45 m/s%et t, = 6s. Fig. 10
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EXERCICES A RESOUDRE
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O sur untour automatique de pro-
duction, on usine un cylindre de
100 mm de diametre. La vitesse de
rotation de la piéce est de 300 tr.min™.
Le mouvement d avance de I'outil et
néglige. @ Déerminer la vitesse de
coupe V. (vitesse de la pointe de I outil
par rapport ala piece). b) On envisage
d usiner un cylindre de 70 mm de dia-
métre. S on conserve la méme vitesse
de coupe, quelle doit ére la vitesse
angulaire de la piece ?

| i il

V.= 157 ms* (94,2 mmin) ; N = 430 tr.min!.

-

_copeau

6uﬁlde coupe cylindre

& usiner

Fig. 11

| Un abre de trangmisson fait
25 tours pendant 5 secondes avant d'a-
teindre sa vitesse de régime @, S le mou-
vement est uniformément. accdére, deter-

| miner les équations du mouvement et @.

a=4nrads?;0=1256t;6=6281t;
ay= 62,8 rads.

 Reprendre I'exercice 6 avec un arbre
de presse faisant 40 tours en 4 secondes.

L Deés I'ingant oll le moteur est
coupé, une hédlice d' avion qui tournait a
1 200 tr.min! effectue 80 toursjusgu’ a
I'arrét complet. S la décdération ext
supposée congtante, déterminer les
équaions de mouvement et le temps
gue le moteur met pour S arréter.

Rép

Une meule a trongonner doit tra-
valler a une vitesse périphéique de
80 m.sl. Déterminer les vitesses de
rotation N des meules, s dles ont les
diamétres d suivants : 50 ; 65 ; 75 ;
90 ; 100 ; 115 ; 150 e 200 mm.
Tracer le graphe correspondant

N =f(d) avec N en tr.min’.

a= =157 rads?;
@==157t+1257;
§=w7852+12571;8s

(1 _ Reprendre I'exercice 8 avec
800 tr.min™! et 60 tours. Si le rayon de
I'hélice est de 800 mm, déerminer la
vitesse et I’ accdération d’'un point de la
périphérie lorsgue la vitesse de rotation
est de 400 tr.min"!.

un moteur éectrique met deux
secondes pour atteindre sa vitesse de
régime 1 500 tr.min!. Si I'accelération
angulaire est supposée condgante,

déterminer les éguaions du mouve-

ment et le -nombre de tours effectués
pendant le démarrage.

R

(=7854 rads?: = 7854 t; 6 = 39,27 t2; 25 tours.

L Une automobile aborde un virage
de rayon R = 150 m a la vitesse de
90 km.ht. S I'accdéation du véhicule
est de 1,5 m.s2 sur sa trgjectoire, déter-
miner |I'accdération supportée par les
passagers (en A).

Rép

Q Reprendre I’ exercice 4 avec une
turbine atteignant la vitesse de
5000 tr.min! en 10 minutes.

a=417ms?%.a=15; a, = 4,43.




12. Mouvements de rotation

Reprendre I'exercice 10 avec un rayon R de 100 m. a) le véhicule roule a la vites-
se constante de 90 km.h™ ; b) le véhicule a une décdération de 3 m.s? sur sa tra-
jectoire ; ¢) le véhicule accélére (1,8 m.s™?) sur sa trajectoire.

M Un avion de voltige descend en
piqué puis redresse selon une traectoi-
re circulaire (A, B, C) de rayon :
R =250m (a=30"). La vites de
I'appareil est de 450 km.h! en A et
I’accélération tangentielle de 10 m.s2.
a) Déterminer |'accélération supportée
par le pilote en A. b) Déerminer la
vitesse de passage en B s |'accélération
tangentielle reste constante.

Ré

a, =62,5ms2?;a,=10m.s?,;a, = 63,3 ms?;
V, = 486 kmh.

z ﬁverticale

Fig. 13

Reprendre l'exercice 12 avec
R = 800 m, o = 45° ; 600 km.h.
Déterminer les accdérations en A et B.

0 une centrifugeuse est utilisée pour

entrainer les pilotes et les astronautes a
subir de fortes accélérations. a On

impose une accélération maximae de
12 g (@ = 9,81 m.s?. En déduire la
vitesse de rotation maximae de la cen-

trifugeuse et la vitesse V, de I’ astronau-

te. b) Le moteur est coupé, le dispositif

met 10 tours pour s arréter. Si la décé-

|ération est constante, déterminer le

temps mis jusqu'a I’ arrét.

Réponse

o =38rads!; V,=31l ms?;a= -0,12 rad.s?
t=327s.

nacelle
bras
PASE 1
R=8m
ivot astronautel
L pwot E—
fixe
Fig. 14

L Pour le systéme bidle manivelle
propose, B repére I'angle de rotation de
la bidle (2). a) _Déerminer la valeur de
B en fonction de @ I'angle repérant la
rotation de la manivelle (vilebrequin).
b) En déduire |es valeurs de B, la vites-
se angulaire et i, I'accélération angulai-
re.

Fig. 15
OA=R AB=L
k= LE‘ 6= wt
Réponse
sinfi=ksin @

B=_Wkcos 0
1-k%sin’0

= Pksin8(k*~1)

ﬂ=m
(1 = k'sin 6)
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(J _ Reprendre I'exercice 15 avec le
1mécanisme de pompe oscillante propo-
<2 Le cylindre (3) et articulé en B
{imiviot) sur \e bati (0). I
OA=R;OB=l;k=§.

A

Fig. 16

sin 6
k-cos @
fkc0§ -1

tan ff =

J

(k- 2k cos 8+ 1)
o @ k(K- 1)sin®

[k2 +1-2kcos 9]

[ Une croix de Malte a 8 faisceaux
est utilisée dans un projecteur pour salle
de cinéma. La manivdle (1), animée
d'un mouvement de rotation uniforme
(1 630 tr.min™), entraine en A la croix
de Madte (2). Cdle-ci est animée d'un
mouvement de rotation intermittent et
fournie la cadence de base des
24 images par seconde.

En utilisant les formules de_ I'exercice
16, déterminer B Bowi & Bror

OA = 9 mm, OB = 24 mm.




MOUVEMENT
PLAN

OBJECTIFS

m  Déorire les caactérisigues des  mouvements  plans.

m Dé&inr ¢ développer les notions d équiprojectivité e de centre
instantané de rotation (CIR).

m  Indiquer les reldtions vectoridles liant les viteses e les accdéra
tions de deux points appartenant a un méme solide.

Un solide est en mouvement plan lorsque tous les points de celui-ci se déplacent dans
des plans pardléles a un plan de référence. Une trandation (plane) et une rotation d'axe
sont des mouvements plans particuliers (voir page 130).

Pour ce chapitre, sauf S une extréme précision est exigée, il ne faut pas hésiter a utili-
ser des méthodes graphiques pour résoudre les exercices (méme démarche gqu'en sta-
tique plane).

V4
|-Etude generale-Exemples
Un mouvement plan peut étre considéré comme |'addition d'une trandation et d'une
rotation.

Exemple 1 : prenons le cas d une échelle posée en B sur le sol et appuyée en A sur
un mur.

A 7}~ bosition
\ | initiale

A

échelle

>, position
A\ — finale

Fig. 1
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L’échelle décrit un mouvement plan par rapport & I'ensemble (s
Pour passer de la position initidle (A,B,) a la position finale (AB), on peut faire une trans-
lation (T) amenant B, en B et A,, en A’ suivie d une rotation d’axe B, d'angle a, ame-

nant A’ en A.

On peut auss utiliser une trandation a partir de A (A,A) suivie d une rotation autour de
A (amene B’ en B).

Remarque : compte tenu de cette propriété, I'éude des mouvements plans se rameéne
a |'addition ou la combinaison d'une trandation et d'une rotation.

Exemple 2 : syséme bielle manivelle.

Les liaisons en 0, A et B sont des pivots
dont les axes sont perpendiculaires au
plan de la figure.

Le mouvement du piston (3) par rapport
au béti (0), M%; ,, est une trandation rec-
tiligne de direction OB.

Le mouvement de la manivelle (1) par
rapport a (0), M+*,,, est une rotation
d axe O.

Le mouvement de la bielle (2) par rap-
port a (0), M, ,,, est un mouvement plan
genéral Fig. 2

bielle 2 piston 3

Remarque : M%, , et M"; 4 sont des mouvements plans particuliers.

z ] ] . =
|1 - Equiprojectivite
La propriété d équiprojectivité est I'une des propriétés les plus importantes de la ciné

matique du solide. Abordée a I'occasion du mouvement plan, elle est également vérifiée
pour des mouvements quelcongques de solides dans I’ espace.

1. Enoncé

Soit deux points A et B appartenant a un meme solide et V et V les vecteurs-

vitesses respectlfs la projection orthogonale de V sur .AB et egale ala prOJectlon

orthogonale de VA sur AB. Autrement dit, le produit scalaire de V par AB est éga
. . i rer—sd

au produit scalaire de Vg par AB.

ol : Vﬂ’c_c_)_}s aa VB cos B
;‘iject V /AB Proyect /AB

Fig. 3

s i ki
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13. Mouvement plan

Remarque 1 :aH et bK sont perpendiculaires a AB. H et K sont tous deux situés du
méme cOté par rapport & A et B (a droite sur la figure).

La propriété est vérifiée pour tous les points du solide, pris deux a deux de maniére quel-
conque. De ce fait, on dit que le champ des vitesses est équiprojectif.

Remarque 2 : en pratique, pour tout solide en mouvement plan, il suffit de connditre
complétement la vitesse d'un point et la direction d'une autre, pour déterminer la vites

se de tous les points.

Exemple 1 : reprenons I'exemple de I'échelle du paragraphe 1. L’échelle de longueur
AB = 3 m, glisse en A, vers le bas a la vitesse de 0,5 m.s™l. Déterminons la vitesse de
glissement en B sachant que celle-ci appartient au plan du sol (direction x).

Méthode de résolution graphique

Par le calcul

V.= ~05 jlen m.sY
7, =V, . Tldirection x)
05mst| . VZ AB= \7; .AB

V, cos 30" = V, cos 60"
0,5 x 0,866 = 0,5 V,
dou : Vs = 0,866 m.s!

y Vs b
800 /// X
) 7
-
AN
AV
K

‘ig. 4

Remarque : s on adopte une construction graphique, il faut commencer par tracer la
figure a une échelle donnée (exemple : 1 cm pour 0,3 m), en respectant les angles.

Ordre des const_:;uctions : choisir une échelle pour tracer les vitesses (exer_qp_lg : l_cr)n
pour 0,1 m.sY); V, ; point a ; point H de projection ; poirlt_)K sachant que BK = AH

point b en remarquant que bK est perpendiculaire & AB ; Vj ; mesure de I'intensité de
Vi a I'échdlle choisie.

Exemple 2 : reprenons le systeéme bielle manivelle du paragraphe | avec OA = 35 mm ;
AB = 128 ; w,,, = 100 rad.s! (= 1 000 tr.min™) et un angle § = AOB de 50".

Déterminons les vitesses en A et B.

Va= Vi = Vazp = @,0. OA = 100 x 0,035 = 3,5 m.s!

VA—M; est perpendiculaire en A a OA (propriété de la rotation).

Vi = Veso = Vi @ pour direction OB (3 est en trandation rectiligne de direction OB).

Remarque, : A éant le centre de la liaison pivot entre 1 et 2, il en résulte que
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Vgon et Vg sont tracées a la méme échelle

Fig. 5

Résultat graphique : V; = 3,15 m.s!
La bielle 2 est en mouvement plan, V,,, est connue ains que la direction de V.
L’intensité de LBZ/O est déterminée par équiprojectivité sur AB :
= . . e
projection de V,,,, sur AB = projection de Vj,,, sur AB.

Ordre des constructions graphiques : tracer la figure a I'échelle (exemple : 1 cm
pour 1 cm) ; choisir une échelle des vitesses (exemple : 1 cm _pour 1 m.s1) ; tracer V
perpendiculaire & QA (3,5 m.s™) ; point H, point K (A (AH = BK) ) . extrémité b ; VBz/0
mesure de Vj, & I'échelle choisie (V, = 3,15 m.s™).

Remarque : s une grande précision est nécessaire, un calcul est possible a partir de
(AB .sin f=0A .sin @) ; x=90°-6-; V, cos &= Vg cos B

Résultat : V; = 3,163 m.sL.

2. Determination d’une vitesse par double équiprojectivite

La détermination d'une vitesse V de direction et d’intenste inconnues est possible par
double équiprojectivité a partir de deux vitesses V et V COoNnues.

BS=CT

‘ig. 6
L equxprOJectmte sur BC donne BS = CT et celle sur AC, AM = CN. L extrémité ¢ de
V est située a I'intersection des perpendiculaires tracées en N et T.

Remarque : 8 C avait éé situé sur AB, il aurait fallu déterminer préalablement la vites-
se V, d'un point D non aigné avec A et B. Deux doubles équiprojectivités sont néces-
saires. Pour de tels cas, préférer la méthode du CIR du paragraphe suivant.
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13, Mouvement plan

11 - Centre instantané de rotation (CIR)

1. Définition et propriété

Pour tout solide en mouvement plan, il existe un point | e un seul, ayant une vitesse
nulle (V; = 0)) &I’ instant considéré (ou pour la position de lafigure) et appelé centre ins-
tantané de rotation ou CIR.

Remarque : le CIR ales propriétés d' un centre de rotation a I'ingant (t) considéré.
A I'ingant suivant (t' =t + At), le CIR a changé de position géométrique. Cette position
varie au cours du temps et décrit une certaine trgjectoire.

2. Détermination et construction du CIR

En tant que centre de rotation, le CIR est Stué al’intersection des perpendiculaires aux
vecteurs-vitesses du solide.

v,
. [ I\\
A B C ’
% _._‘{Q =-—V£ =)
ATB ICT"
Fig. 7
Exemple 1 : reprenons I'exemple de % R
I' échelle avec les données du paragraphe II1 W
(AI3=3m;60"; , == 0,5] (en m.sY). 7 g(w
Le CIR, I, et Stué a I’ intersection des per- \
pendicularesen A 4V, eten Ba 2 \
—‘é = \/A = ‘(4 =0 s T\\
B TATIA A Uk ) a
avec |IA=]A’=AB cos60” =1,5m N
IB=AB sn60’ =26m \\
o="2-95_0335ad.s" w0 o\
IAT15 0 L -
V;=0,33x 2,6 =0,866 m.s! Fio 8

Ordre des constructions graphiques : CIR() ; A’ td queIA = JA’ ;VA—,)perpendicu-
laire & IA’ et tel que V,. = V, = 0,5 m.s!; droite Ial ; extrémité b de V7, mesure de V,
a I'échdle choide

Exemple 2 : reprenons le systéme bielle manivelle avec les données du paragraphe 111
saf 6 = 18" € V0 = 3 m.sL. Déterminons Vg, pet V, o, G éant le centre de gravité
de la bidle (AG= AB/3).
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o

i

i
\
?&
S/ !
[y

8

s

Fig. 9

L, CIR de la bielle 2 dan-in mouvement par rapport a O, est situé a I'intersection des
perpendlculalres en A aV,,, (doite OA) et en B & Vg, de direction OB.
ch /o st perpendiculaire en G au rayon I,,,G.

Ordre des constructions
IQ/OG’ = LG Iz/oB’
Vozo = Vo = 2,15 m.s™!

CIR Ly ; LG ; Gg perpendiculaire & L,G ;
= LB ; Ly Vé et V§ perpendlculalres a LA ;
32/0 - V - 1 15 m. S v62/0 - Gg et VBZ/O = Bb

Remarque : le triangle des vitesses peut étre remplace par le calcul :
Y/ V Vaan 3
YA/ ¥B2/WO . YR ms " _ -1
LA T T8 ™ 0 e - 22 2reds

LA, LB et I,,,G sont mesurées a I’échelle de la figure (en vraie grandeur).

3. Proprietes des CIR

Pour trois solides 1, 2 et 3 en mouvements plans les uns par rapport aux autres, les trois
centres instantanés de rotation possibles, 15,15 €t I, 5 sont alignés. De plus, le rapport
des vitesses de rotation @,,, sur w,,, est égal au rapport des distances entre CIR.

Bgn _ e
13/212/1 : 13/1 Il/2 12/313,’1
Exemple : reprenons le systéme bielle manivelle du paragraphe précédent.
Ioy, 1 €t 1,4 sont aignés sur OA ; o T’
11/3, 11/2 et 12/3 SOﬂt a|lgné8 Sur AB , leéal’infini /////‘/,Q 30
Ls, Ly €t Iy, (Situé a Pinfini) sont | | - I
dignés sur la perpendiculaire en B e !
a OB. ho, by -~ L)
14 2 I
B
N olhn - - - B Y :|3
Méme remarque pour I, I, 4 €t Iy . 0 i
Wy =IZ/1 11/o= oA Flig. 10
@0 Lply LoA
Remarque : I'utilisation des CIR offre de multiples possibilités dont la description sort

du cadre de cet ouvrage.



13. Mouvement plan

4. Notion de base et de roulante

Soit un solide 1 en mouvement plan par rapport a un solide O, I, est le CIR corres-
pondant.

- On appelle base la trgjectoire de I, par rapport au solide 0.

= On appelle roulante la trgjectoire de I;,, par rapport au solide 1.

Propriété : la roulante est une courbe géométrique qui roule sans glisser sur la base au
cours du mouvement.

Exemple : Reprenons I'exemple de I'échelle.

I, est situé a I'intersection des perpendiculaires en
A a(,y)eten Ba(o, x).

L’angle Al ,B est toujours égal a 90”.

La trgjectoire de I, par rapport a (0) ou base est
le quart de cercle de centre O et de rayon R = AB.  Fig. 11

La trajectoire de I, par rapport a I’échelle (1) ou roulante est le demi-cercle de diametre
AB. Ce demi-cercle roule sans glisser en I, sur la base.

|V - Relation vectorielle
entre les vitesses d’'un solide

La relation entre V; et V, traduit la propriété du paragraphe | :
mouvement plan = translation + rotation.
V, et V; sont tangents en A et B a leurs trajectoires respectives T, et Ty

FF R Ty

Vo=V, + @rnAB

Remarque : la relation est également vaable dans |’ espace.

mouvement plan translation rotation

Fig. 12
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Remarque : s (O X, y) est le plan
du mouvement, @ = @ . k.

S U est un \ﬂwr unitaire de la
drecion AB : AB= AB . U Sitv,
un vecteur unitaire directement per-
pendiculaire & U, en remarquant que
b4 - - . s .

k Au = v, lareation s écrit :

ey -
VB=’%+CD.ABO’ Fig. 13

Exemple : reprenons lechelle du paragraphe 1 avecAB=3m;V, = - O,ST(m.S'T);

8 = 60". Déerminons V et w
a) Coordonnées de detv

dans (x, v
7 = cos60” {- sin 60" j i
=0,57-0866 |

7 =sin 60" 1+ cos60’ j
= 0,8667+ 0,5 ]

b_))Vltesses Fig. 14
Vw=V,+ wAB.
V. 1=-05]+30)(08661+051)

Projection sur (O, x) :
Vs = 3w x 0,866

Projection sur (0, y) :
0==-05+3wx0,5

Résultats
V; =0866 ms!; o= 0,33 rads? Fig. 15

V- Relation vectorielle
entre les accélérations d’'un solide

La relamlon est obtenue en derlvant par rapport au temps celle du paragraphe précé-
dent : V V +a)/\AB V + 0. ABu

U - .
En remarquant que — = det == @ . v on obtient :
duant ue 4y dt

5‘5:’-_-; EX?&.‘AB 7= mzABU’=5’A’-i-((?AA—§+ CE)A((B)AEB—)')

Remarques

= dV, a—) dv,

B — d_l: » da gt )
=oak ; 6_6 =wk.
@AB v- « AB 1) et I'accdlération
de B dans son mouvement de rotation ”
par rapport a A. ,
a AB U et I'accdération tangentielle p— == -

<

—

AB=AB. T

et - o AB U l'accdléation normde.  Fig. 16
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1o, Mouvement plan

3

aABV

mouvement plan translation rotation

Fig. 17

Le polygone des accéérations

(@ =a, + a ABv - «? AB 1)
permet d' obtenir graphiquement
les accélérations inconnues (fig. 18).

Exemple : reprenons le systéme bidle manivelle
des paragraphes précédents avec les données sui-
vantes: § = 45" ; @, ,, = 100 rad.s?;

Vazo = 3,5 ms?; Vg, o= 295ms™?;

w0 = =18,75 rad.s'; OA = 35 ;

AB = 128 mm.

Déterminons |'accélération du point B du piston.

Fig. 19

= _ m——) _ o —_ —
Qs = Q10 = agp ag= Qgy/n= Up3 0

La bielle (2) est en mouvement plan par rapport au béti (0) et les accélérations des points
A et B sont liées par la relation :

—)_ —_— —)_ 2 b d
g0 = Gagn + Ogo . AB U= @,,° AB U

Ga = Byp2 . OA = 1002x 0,035 = 350 m.s™
Qg3 @ pour direction OB (3 est en trandation rectiligne)
@2 . AB = 18,75% x 0,128 = 45 m 52

Faisons le bilan des inconnues sous forme de tableau :

Accélérations Oaz/0 - w2 AB U 05,,AB i 5270
Directions OA ii v OB
Intensités 350 m.s? 45 m.s? ? ?

On a deux inconnues (a,,, et I'intensité de ag,,) pour une relation vectorielle dans le
plan. La résolution est possible. Adoptons une solution graphique.
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Ordre des constructions : choisir une
échelle pour tracer les accélérations — %/

(exemple : 1 cm pour 50 m.s?) ; point P ; —»

_— N N X

A0 (350 m.s? parallele a OA) ;

- @y AB U (45 m.s? padlde 4 AB) ;

direction ¥ ; direction OB & partir de P ;

point d'intersection K ; agy 4 €t 0y . AB v polygone
des accéiérations

mesure des intensités cherchées.

- wyg ABii(45)
Résultats Fig. 20

- -2
apg = 240 m.s™

Oy0 AB = 250 m.s? ;
250
= 0,128

EXERCICES A RESOUDRE

Q Le skieur proposg, tracté en A par un bateau (AB = 10 m), fait du slalom entre
des bouées suivant la trgjectoire indiquée. Le céble est parfaitement tendu, la vitesse
du bateau est de 50 km.hl. a) Déterminer la vitesse du skieur en B. b)_Déerminer

cette vitesse en C.

= 1 953 rad.s?

7P

Vs = 57,7 kmh ; V (en C) = 50 km.hL.

trajectoire du bateau 50 km.h~1
—

skieur N
o N e / « ..
? y o bouge
// trajectoire du skieur 7 C

Fig. 21

B L ellipsographe décrit sous
forme simplifié permet de tracer des
elipses. Il se compose d'une barre
porte-plume 2 (plume en M) articulée
en A & B sur deux coulisses 1 et 3
pouvant trandater dans deux rai-
nures perpendiculaires d' axes x et y.
a) Déerminer I'équation de I'édlipse.
b) SiV,, =3 7'(cm.sY), _déterminer

g ) .
V32/0 et VMz/olorgque 6 = 55", Fig. 22
Réponse
VvV sy Y P - - i
W+ﬁ§§—1,va—m-2,1cm.s s Vy=-152i+317]j
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10. Mouvement piail

Une automobile (1) roule a la vites-
se stabilisée de 90 km.h™! par rapport a
la route (0). a) Déterminer le centre ins-
tantané de rotation I, , de la roue (2) par
N L, . ——
rapport a la route. b) En déduire V,,,,

v oz‘/{);z/o, ch/o, V02/07 @y et Wy

Réponse

Lyo=A, m = 6; V02/0= 90 IT); VBZ/O =180 i_);
Voo =907+ 90 Vipr = 907-90 7,

Wy = Oy = 83,3 radss?

Fig. 23

O prourle systéme bielle (2), manivelle Ny Ty
(1), piston (3), proposé sous forme sché- /->
thi@ue, déterminer la vitesse du piston
(Vas,s0) €t la vitesse angulaire de la bielle
(@,0). Données : N, ,, = 2 000 tr.min™ ;
OA=30mm ; AB=80 ;0 = 40".

Réponse
—
Vgero = 5,237 (m.sY) ; @y = 62 rad.st.

Fig. 24

d Reprendre |’ exercice 4, déterminer I’accélération du piston (ag, ) et I'accéléra-
tion angulaire de la biele 05 .

Gag0 = 1 1157 (m.s?) 5 00 = = 9 940 rad.s2.

0 _ Reprendre I exercice 4 avec N o =750 trmin™'; OA = 76,2 mm ;
AB = 254 mm ; pour les positions § = 0°, § = 60°, § = 90" et § = 180".

L un systéme bielle manivelle déporté
entraine en B une bague coulissante (3)
guidée en trandation par une tige (4)
fixée sur le béti (0). Les liaisons en 0, A
et B sont des liaisons pivots de centre de
méme nom. Si @, ,, = 50 rad.s ; OA =
200 mm ; AB = 502_;_)9 =45% et y=
53,1°, déterminer Vi, €t @,
Ré,

o

Rép. VB3/0 = 16,5 m.s? Wy = 23,6 rad.S-l. Fig. 25

d Reprendre I'exercice 7, déterminer I’ accélération aaa/o) de la bague et |'acceléra-
tion angulaire ¢, de la biele.
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d Ledtspositif proposé schématise un
mécanisme de pompe. Le piston (2) cou-
lisse en trandation dans un cylindre (3)
articulé en B (pivot) sur le béti (0). Le
mouvement moteur est fourni par la
manivelle (1). S OA = 100 mm ;

OB =200 ; § = 40" et @y = = 30 rad. s,

Réponse
Wy = Wyq= 8,25 rad.s™t; Vpyyy = Vi g Vgys (direction AB). Fig. 26
O e systeme 4 barres proposé (OA, y T 9 B
AB, BC et CO le béti) sert de principe a w1 A C
de multiples mécanismes pompes, 2 3
presses, grues, suspensions, etc. Les 0 N\0=45° - X
barres sont articulées en 0, A, B e C données : 0
(pivots de centre de méme nom). Pour la A?gfgg o \ S
configuration donnée (6 = 45", @,,, = BC=60mm | | ) c
100 rad.s?), déterminer V.1, Vo,  (“w0'%0™5] | 100 i‘ 0

Wy et Wy

Fig. 27

M| Reprendre I’ exercice 10; @, , = = 20 rad.s™, o, , = 22 rad.s™, déterminer les accé-
lérations aAl/Oi €t ap, o des points A et B ains que les accélerations angulaires 0y €t 0 -

Réponse

00 = 1 250 rad.s?; @3, = 3 166 rad.s?; a, = 200 m.s?;
a5 =29 ms? (Bvers C); gz = 190 m.s2 (perpendiculaire a BC).

7 - "~ _’i - 1
Déterminer Vg, 0, Voo, @20 € @3 Si

Q Reprendre I'exercice 10 avec la
configuration proposée.

@, = 30 rad.s™.
Réponse
%= 15 rad.s? Wy = 37,5 rad.s!
V=3 J(ms D
Van==2257+3]
Fig. 28

m Un mécanisme de caméra se compose d une manivelle 1 (forme en excentrique)
entrainée en 0 par le moteur de I'appareil et d'une griffe 2 articulée en B (pivot) sur 1.
La griffe est guidée en A par un axe 3 fixé sur le béai 0. En mouvement, la pointe C
de la griffe s'engage dans les perforations du film et le fait avancer d’une image a la
cadence de 24 images par seconde. Le dispositif occupe la position de la figure ; 0, A
et B sont les centres géométriques des liaisons. @) Sachant que la manivelle 1 tourne a
la vitesse Ny, = 1 440 tr.min™, déterminer VBI/O Comparer VBZ/O et VBI/O
b) Connaissant V—)BZ/O et s ladirection de VA2 /o €st celle du trou oblong (AZ a 45°), déter-
miner Vaso Vg €t @0




5. Mouvernent Plan

d @it

OB =7 mm ya

xc = 25,2

yo=174

X, =-24,6

Va=—47 trajectoire

x=-199 de C;

N1

Fig. 29

La pompe a pétrole proposée sous forme smplifiée est utilisée lorsque la pression
des nappes et insuffisante pour I extraction. Saforme particuliére justifie son gppela
tion “téte de chevad”. Le mouvement moteur est fourni en A ala manivelle 1 par un
motoréducteur et se transmet en B a une bielle 2 puis en C a la téte de cheval 3. La téte
3, aticulée en D sur une gtructure fie (0), entraine un céble 4 fiéen N et enroulé sur
I’arc NE. Le cable fournit le mouvement de va-et-vient a un piston coulissant dansle
cylindre 5, créant aing |'aspiration du pétrole. Les liaisons en A, B, C et D sont des liai-
sons pivots de centre de méme nom. L’ articulation B ext réglable dans une rainure
oblongue, ce qui permet d aguster le débit de la pompe en fonction des capacités de la
nappe. La pompe occupe la position de la figure (0 = 60° ; Ny, = 15 trmin™).
a) Nature du mouvement M+, ,. Déerminer V. MLBVO et Vago- b) Nature
du mouvement M*;,. En déduire les directions de Vg, , € Vi, Comparer VCS,0 et
Km_,q puis VE3/0 a VM/0 0 Nature du mouvement M+, ,. Connaissant VB_Z/'J déerminer
Vezso et @4 d) En déduire VE4/0, oy, € le débit instantané de la pompe s le diamétre
du piston est de 100 mm. €) Déterminer la course du piston, en déduire |e débit par aller
et retour, puis le débit horaire.

AB =570

BC =262
CD =2 300
DE =3 400

Ny =15 trmin’!

motoréducteur

Fig. 30
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O Un embidlage de moto dispose en
Vé a 90" se compose d'une manivelle
ou vilebrequin 1, de deux bielles 2 et 3
et de deux pistons5 et 5'.

Autres composants : axe de piston 4 ;
ailettes de refroidissement 6 ; joint de
culasse 7 ; culasse 8 ; soupape d’admis-
sion 9 ; soupape d échappement 10 ;
chemise 11 ; bloc 0. Le dispositif occu-
pe la position de la figure 20 (8 = 65°),
G est le centre de gravité de la bielle 2
(BG = BC/3). 9 Nature du mouvement
M*, o _Deéterminer VB1 o- Comparer
Vi1/00 Vz/0€t Vs b) Nature des mou-
vements M*, /O_e:[_l\)/l - /gﬂm les
dlrﬁ‘gons Mgs/o et Vs /o Qmpa_m_
Vespo et Vg puis VDS s et VDS/O
c) Nature des mouvements M?, , et
M3/, Connaissant Va0, _déterminer
Veos ch/o et w,, puis Vz)s/o et @
d) La pression des gaz sur le piston 5
est de 20 bars, déterminer la puissance
instantanée P fournie (P = F . V. avec
Pen W;FenN; Voenms).

Fig. 32

10

X
#C —
3
P
- I Wy S
B I
N\

Fig. 31

AB = 39
BC =BD =140
& alésage = 83

N,,, = 5 000 tr.mint

Vesp = 20,76 ms? ; Vs = 10,82 ms? 5 @y, = 637 rad.s); @y,0= 133 rad.st, P = 225 kW,

Réponse

a Regrendre I'exercice 15 ; déerminer les accélérations dessg 5 Ops o i O/ m‘ 0

(N, est constante).

Réponse

acso = 2 577 ms?;ap;,=11653 ms?,
O = 70 475 rad.s?;050= 30 400 rad.s




13. Mouvement plan

Une suspension de moto reprend le principe du systéme 4 barres (voir
exercice 9). Elle se compose d'un bras oscillant 1 (forme tubulaire) articulé en A sur
le chéssis (0) et en B sur le carter d'angle 3. La biellette 2 assure le maintien en D du
carter. Le guidage en rotation de la roue est rédisé en E (pivot a roulements) sur le
carter et I'amortissement en F par un amortisseur 4.

Fig. 33
bati 0
Xa = Ya = X5=300 yB=O
xc =30 ye=-102. x,=325 yp, =— 152
schéma de la x; =468 y,=-16 x; =447  y. =37
partie suspension xs =270  yg =306 xx =468  y,=-346
yA

AB =300 CD = 300
AC = 106 BF = 151
BD= 154 FE = 57

BE= 169 EK =330
D E= 197 AS = 408

,.,..\V

/0, %
t?/'f/'é/_e 5

K

Fig. 34 sol 8 -

Lesliasonsen A, B,C, D, E, F et S sont des liaisons pivots dont les centres de méme
nom sont supposés appartenir au plan de la figure 27. Le dispositif occupe la posi-
tion de cette figure : @) Nature des mouvements : M*, o, MY, ; M#. o M*, o et M*%; .
Déterminer et tracer les trajectoires Tgy 0, Tpoos Tesjo € Trsp- b) Quelle edt la parti-
cularité de T;"7_Comparer avec une suspension classique. ¢) Sachant que Vg, a une
intensité de 10 cm.s™, déterminer successivement : g, ., met Visro ) S I'effort
de compression de I'amortisseur est de 150 daN, déterminer la puissance instanta-
née dissipée.
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C T et Viyo pUis | Y/
| Comnarer Vg, et Vgyo PUIS Vi g € Vg

Le dispositif proposé sous forme schématique est une presse a deux excentriques
dtilisée en forgeage. Le systéme permet d'avoir un temps de pressage suffisamment
long. L'énergie motrice est fournie par les excentriques AB (1) et EF (4) tournant a
la vitesse de 6 rad.s!. Le mouvement se transmet en B et F a deux billettes 2 et 3,
puis en C a la bielle 5 qui actionne en D le coulisseau porte matrice 6 de la presse.

Les liaisons en A, B, C, D, E et F sont des liaisons pivots dont les centres portent le
méme nom. &) Sachant que @, = @, = 6 rad.s’, déerminer Vg, e Vi

b) Déterwvcg,/o a partir de VBZ/O et Vf§/0'
c) En déduire la vitesse du coulisseau Vg 0.
d) Tracer la trgjectoire Tes, du point C de la biele.

Données :
AB = 495
EF = 495
AE =1 695
a = 855

BC =1 305
FC=1725
CD =2910
CG =GD

Fig. 35




13. Mouvement plan

Une porte de garage basculante
se compose d un panneau (1) articulé
en A sur deux bras (2) disposés symé-
triquement et en E sur deux patins de
guidage (5). Les patins trandatent ver-
ticdlement dans deux rails de guidage
(6). Le mouvement de levage et faci-

lité par deux équilibreurs & ressort (3 +
4). Lesliasonsen A, B,C, D et E sont

des liaisons pivots de centre de méme
nom. L’ éude est rédlisée dans le plan
de symétrie du dispostif.

a) Déerminer les trgectoires Tgy g,

Ta1p0 et Try o despointsG, A et F.

b) Tracer le centre ingtantané de rota-

tion I, du panneau. En déduire les
directions desvitessessen A, G et F.

C) Tracer labase et laroulante del, .

d) Tracer la courbe enveloppe du
panneal, de la position ouverte a la AE = AG = AC = 1 200 mm
postion fermée.

Fig. 36

O Le mécanisme proposé remplace les charnieres classiques sur les portieres et les
capots d' automobiles en permettant des angles d ouverture plus importants, un
meilleur dégagement et une immobilisation en postion plus smple (pas de tige de
soutien, etc.). Il se compose de deux leviers 2 et 3 articulés entre eux en E (axe 4) ;
3 est aticulé en B sur |"automobile (0) et en D sur une bidlette 6 : 2 ext articulé en
A saur laportiere 1 et en H sur une bidlette 5; 6 et 5 sont articulées en C sur 1 et
en F aur (0). Lesliasonsen A, B, C, D, E, F et H sont des liaisons pivots de centre
de méme nom. Le dispostif occupe la postion de la figure. En utilisant la propriété
des trois centres instantanés de rotation aignés (paragraphe Ii3), determiner les CIR
500 121 et 10 EN déduire les directions de V1,0, Va0 Vero € Voyj0-

L o e e

BE = AE =43
ED=EH=128
FH=CD=170
BF =AC =128
AD=BH =284
AB = 36

DH = 30

Fig. 37
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| La presse a genouillére proposée est utilisée pour fabriquer des piéces de mon-
naie, circlips, rondelles, couteaux, armes etc. Le principe de la genouilléere, mélange
de systéme 4 barres (0 - 1 - 2 - 3) et de systéme bielle manivelle (3 - 4 - 5), permet
d’ avoir des presses compactes de hauteur réduite. La partie transmission se compo-
se d'un moteur 6, d'une poulie motrice 7, de courroies 8, d une poulie réceptrice 9,
d'un engrenage (pignon 10 + roue 11) entrainant en O un arbre excentré 1 ou OA.
La partie genouillére se compose de I'arbre OA entrainant en A une bielle 2 (AB), les
bidllettes 3 (BC) et 4 (BD) renvoient le mouvement en D au coulisseau 5. Le coulis-
seau est en trandation verticale (direction DC) par rapport au béti (0). Les liaisons en
0, A, B,C et D sont des liaisons pivots de centre de méme nom. Le dispositif occu-
pe la position de la figure 30.

a) Nature du mouvement M*, . S @, = 6 rad.s”!, déterminer VAl/O Comparer VAI/0
et VAZ/O b) Nature des mouvements M*, ,, M¥; . En déduire les directions de \/,33/0 et
— — —

Vbso- Comparer Vi, o, Viso €8 Viy o puis Vs € V- ©) Nature du mouvement

S _,_9
M, . Connaissant V,, ,, determlner Vio/or Voo (BA = 2BG) et @, d) Nature du
—

mouvement M, ,. Connaissant \/,34/0, déterminer Vpao et @, Comparer @, €t ;.
€) Déterminer |es accélérations Guy 0 ; Agon b Apss § Xzso 5 Oan i Aypg-

Fig. 38

Dy 0A =60 AB =720
1.4t OH=800  HC=250
a fo BC= BD = 260 mm

Fig. 39
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COMPOSITION
DE MOUVEMENTS

OBJECTIFS

m  Déinr e décire la notion de compostion de mouvement.

m  Donner e développer les reaions concernant la  composition
des vitesss.

B Trater les cas du glissement, du roulement e du pivotement.

m Donner la relation de composition des accélérations.

Dans ce chapitre, nous nous limiterons a des études planes (mouvements plans).
Cependant, les relations abordées sont utilisables directement ou facilement générali-
sables aux mouvements dans |'espace. La composition de mouvement s appelle aussi
« mouvements relatifs »,

I - Généralités

1. Définition

Soit un solide (3) en mouvement
par rapport a un deuxiéme solide
(2), lui-méme en mouvement par
rapport a un troisiéme solide (1).
Le mouvement du solide (3) par
rapport au solide (1) est le com-
posé des deux mouvements pré-
cédents.

On dit quil y a composition de
mouvement entre les trois solides
1, 2 et 3. Autrement dit : Fig. 1

Vi — i vt
M7, = MY, + MY,

Exemple 1 : prenonsle cas d’'un piéton (3) qui marche sur un trottoir roulant (2). (3) et
(2) avancent dans le méme sens par rapport au sol (1).
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position initiale piéton (3)

trottoir roufant (2)

vy .

Fig. 2

1l y a composition entre les trois mouvements M+, ,, M, , et M#, .. Le mouvement du
piéton par rgpport au sol (M+, ) est le compose des deux autres : M, ,, = MY, , + M#, .
S D,,, = A/A = 3 m mesure le déplacement du trottoir pendant un intervalle de temps
At et D,, = AB =2 m, le déplacement correspondant du pi€ton sur le trottoir, le pié-
ton aura parcouru D;,, = D3/, + D,,; =5 m par rapport au sol.

Exemple 2 : un bateau (3) traverse un fleuve (2) en partant du point A et en visant un
point B sur I'autre rive (1), perpendiculairement au sens du courant.

Le mouvement du bateau par rapport
aux rives (M+, ;) résulte de la composi-
tion des mouvements bateaufleuve
(Mw3/2) et ﬂeuve/ rives (Mw2/1) : flewve (2)
M7y = M7 + M"t2/1 ‘ —
Dans ce cas, la composition de mouve-
ment s effectue de fagcon vectoridle et
Dy = Dy + Dy

S pendant un intervale de temps At,
D,, =3m, D,, =4madors D,, = v3*+ 4*=5met g = tan| (4/3) = 53,13".

rive gauche (1)

e, rive droite (1)

Fig. 3

2. Remarques

Les mouvements de solides sont parfois classfiés en mouvements absolus, rddifs et
d entrainement (voir définitions chapitre “cinématique - générdités’).

Pour les deux exemples précédents, les mouvements M%,,; et M+, ,; sont des mouve-
ments absolus et M, , un mouvement reldif. (1), la Terre, est un repere absolu et (2) un
repére relatif.

Dans les deux cas, M*,,, est auss appelé mouvement d entrainement dans la mesure ou
il y a un phénomene d entrainement de 3 par 2.

Il - Composition des vitesses

1. Relation entre les vitesses en un point

Soit un point A gppartenant a un solide (3) en mouvement par rgpport a un solide (2)
lui-méme en mouvement par rgpport au solide (1). Au point A, on peut écrire la rda
tion de composition des vitesses.




14, Compostion de mouvements

Vasn = Vige + Vi

Remarque 1 : la reation
peut étre généralisée a
autant de solides quil est
nécessaire. Par exemple,
pour cing solides 1, 2, 3, 4 et
5 en mouvements relatifs :

Fig. 4

Vst = Vasza + Vags + Vasz + Viaon

Dans |’ écriture de la relation, les chiffres se succédent les uns aux autres,

Vas/1 = Vassa *4VA4/3 + Vasso ‘ Vazst
A

ot A4 A3 44
551 51
Remarque 2 : il est toujours possible de remplacer une vitesse inconnue (V,,,, par

exemple) par deux autres vitesses connues, en utilisant un solide intermédiaire K.

Vassi = Vasz + Vazn = Vase + Viex + Vakn

= e . .
Remarque 3 : en notant que V,5,, = = V4,5, larelation peut aussi s écrire sous la forme

> oy > Ty )
Vas tVasp + Vioa = 0=V,

Exemple

Un ballon de démonstration (2)
monte verticalement (direction
Z) par rapport a la masse d'air
(1) qui I’entoure €t I entraine ;
vitesse d'ascension 30 km.h1.
La masse d'air se déplace par e G\
rapport au sol (0), vitesse du
vent 40 km.h1, direction x.
Sil n'y a pas balancement du
ballon, déterminons la vitesse
Vizso de la nacelle par rapport
au sl (0), en A

ballon (2)

\ A > 1g. 7
\(42/0 = V;\z/l) + VAl/o F"g‘_)

Vizn =30 k (km.hr) et Vo =40 id'ol :

Vazpo = 407+30 k ; IVazoll =v/40% + 30% =50 km.h'! ; a= artani_g = 36,9°

Remarque : la détermination peut ére réalisée graphiquement.

2. Relation de composition entre les vitesses angulaires

Le raisonnement est identique, S @;, @s,, €t @,/ Sont les vitesses angulaires des solides
1, 2 et 3 en mouvements
relatifs, on peut écrire la
relation de composition :

Wy, = Uy + @y, (forme agebrique pour le plan)
ou (7)37{ =0y, + aTz/‘{ (forme vectorielle pour I’ espace)

Les remarques sont les mémes qu'au paragraphe précédent, la relation peut étre géné-
raisée a n solides, etc.
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Il - Glissement - roulement - pivotement
1. Vitesse de glissement

A est le point de contact entre
les solides (1) et (2) en glissement
relatif. T est un vecteur unitaire
du plan tangent au contact en A,
n est la normale (vecteur unitaire
perpendiculaire & t).

Fig. 6

On appelle vitesse de glissement en A du solide (1) par rapport au solide (2), la vites-
se relative V,, .

Viije Ot Vo est toujours contenue dans le ‘plan tangent au contact (portée par ).

2. Roulement et piiotement

e 4 - -
W est un vecteur unitaire per-
pendiculaire a ii et t.

La vitesse angulan'e By
(ou @y = Bpp - W) carac-
térise le roulement du solide
(1) par rapport au solide (2);
autour de l'axe W Ll

Fig. 7
—_—

- N —
@12 (a)pl/2 =Wy n ) est le pivotement de (1) par rapport a (2) autour de n.

3. Combiions possibles

0N

A%
w2 =0 @y = 0 0/,% 0 waz * 0
D= 0 Wyyyp # Bi2= 0 @y/0 #
—> = ) .
e =0 adhérence pivotement roulement roulement avec
pivotement
Varz 2 0 glissement glissement glissement glissement
avec avec avec roulement
pivotement roulement et pivotement

IV - Composition des accelérations

Le solide ou repére (0) est un repére absolu ou galiléen, la terre par exemple (voir cha-
pitre « cinématique-généralités »). En dérivant par rapport au temps t, la relation de com-
position des vitesses Vi, = Va1 + V0, ON oODtient :
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Composition  de  mouvements

5 A Y ey . Jr— s d 3 r o N
Tpzso = Uazpt + Opio+ Gae AVEC W2 = 2 @iy A V5, = accélération de Coriolis

d,cest appelée accélération complémentaire ou accélération de Coriolis. Elle résulte du
mouvement relatif du solide 2 par rapport au solide 1.

Remarque 1 :s lemouvement de 1 par rapport a0 est une trandlation, @, ,, = O et a,,'= 0.

Remarque 2 : les accélérations @, €t @, , (accélération d entrainement) sont des
accélérations absolues, agsf; une accélération relative.

EXERCICES RESOLUS

O Labene2du camion, arti-
culée en B sur le chéssis 1, est
levée en A par un vérin hydrau-
lique 3 + 4 (3 = corps, 4 = tige
télescopique). Le vérin est articu-
Ié en C sur le chéssis. Les liaisons
en A, B & C sont des liaisons
pivots de centre de méme nom.
Le dispositif occupe la position
de la figure. Si la tige 4 sort du Fig. 8
corps 3 a la vitesse de 5 cm.s?,
déterminer les vitesses m,

—
Vs et @),

Résolution

Les mécanismes ou machines
utilisant des vérins hydrauliques
Oou pneumatiques sont trés nom-
breux. Au cours du mouvement
de sortie de la tige, il se produit
un phénomene de composition
de mouvement entre les solides
en présence (1 - 2 - 3 et 4). Fig. 9

Les mouvements M*, ; et M%,,; sont des rotations de centres C et B. Il en résulte que

) . . X raa— . . N

Via/1 €t perpendiculaire en A a CA et V,,, perpendiculaire en A & AB. A est le centre
.. . . P —_ =

de la liaison pivot entre 2 et 4, il en resulte que V,,, = 0.

Composition des vitesses en A

—_—
j J—y — Y
%2/1 = %2/4 + %4/3 + V/—\S/l Bilan Vion Vi Vasn
50— Direction 1 a AB AC 1LaAC
=0+ Vys+ Vs, Module  ? 5emst  ?

La résolution peut se faire graphiquement ou par calcul, aprés avoir déterminé I'angle @,

Résultats V,,, = 5,2 cm.s; V,3,, = 1,8 cm.s™!

Vi _ O

W =B = ) = 0,026 rad.s!
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Une came 1, entrainée en B par un
arbre moteur, pousse en A un poussoir 2
en liaison glissiére par rapport au béti (0).
Laliaisonen B entre 1 et (0) ext uneliai-
son pivot de centre B. Le dispositif occupe
la pogtion de la figure, 8 = 70°,
AB = 35 mm & @, = 155 rads™.
a) Dééner la vitesse de levée du pous
SOIr V0

b) Déterminer |a vitesse de glissement
Vipnen A,

Résolution
a) étude des vitesses
. Le mouvement de la came par rapport
au béti est une rotation de centre B, Vj
est perpendiculaire en A a AB et
Vaio = @10 . AB

= 155_x_g,035 = 5,43 m.sL.
eV, ouV,,, caractérise |la vitesse de
glisssment en A entre lacame et le pous-
Soir.
V.., appatient au plan tangent en A
entre 1 et 2 et et portée par (x).
07, it la trandation du poussoir et
est portée par (y).

Composition des vitesses en A :

vAZ/O = ‘/AZ/I + \41.1/0

Bilan Vizno Vion Vao

Direction 'y X 1laAB

Intensité ? ? 5,43 m.s!
Résultats

Vizo = 1,86 T(m.s‘l) s Vo = 5,10 7

Remarque

La résolution peut-étre rédisée graphi-
quement (régle du parallélogramme) ou
par cacul, en remarquant que V. est
perpendiculaire a V,,,, e en agopliquant
les propriétés des triangles rectangles :

Fig. 10

Fig. 11

Vazn (5.10)

Vazn = Vayo sin 70° V
Vazo = Varo cos 70°

Vao
(543 ms™)

ig. 12

Vazso - Vaps COs 70" = 5,43 cos 70" =1,86 m.s™
Vazs - Varo SN 70° = 5,43 §n 70° = 5,10 m.s™




b) Etude des accélérations
* Uy - 0P R=0,,2. OA
= 1552 x 0,035 = 840 m.s!
« Guy 0 est dirigée de A vers B.
« 0,  appartient au plan tangent en A au contact,
direction x.
. Ty, a méme direction que la transation du pous-
soir, direction .

Relation de composition des accelerations
—_—

az/0 _= &)2/1 + a_Al_{O + dag
VEC [ Qe :20)1,0 /\_YAZ/I .
=2x15 kab10i=1581 j(m.s‘z)

Bilan ~ a,, A4z Qa0 Auc
Direction 'y X AB Y
Intensité ? ? 840 1581

Deux inconnues pour une relation vectorielle dans le
plan, la résolution est possible. Ordre des construc-
tions : point P ; @,y 5 @uc; direction x de a,,,; en
n ; direction y de @,,,, en P ; intersection m ; @,,,; €t
Qup,0 + Mesure des intensités a I'échelle choisie.

Résultats
N
Tpo =288 i(M.s?); Uuype = 791 7 (m.s2)

Le mécanisme a coulisse et manivelle tournante
sert de principe a de nombreux mécanismes divers
(croix de Malte, mortaiseuse, etc.). |l se compose
d’'une manivelle 1 (AC) entrainée en C par un
moteur, un balancier 2 articulé en B sur le béti (0) et
une coulisse 3 articulée en A sur 1 et libre de trans-
later dans une rainure oblongue de 2. Les liaisons en
A (entre 1 et 3), en B et en C sont des liaisons pivots
de centre de méme nom. Le dispositif occupe la posi-
tion de la figure 14. Déterminons @, Si :

CA =250 ;CB =600 ; @, = 20 rad.s!: 6 = 65" ;
AB = 388 mm

Résolution
a) étude des vitesses en A
« M, ;= rotation centre C :
Vato = ®10- CA =20 0,25 = 5 m.s!
. M%, , = rotation centre B :
Vaz/o = @y - AB.
« M, , = trandation rectiligne
de direction AB
. A est le centre de I'articulation
entre 1 et 3

N —_—
douV, , =8

14. Lomposition ae mouvements

(1 581)
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Composition des vitesses en A :

Vizso = Vagss + Vazn + Varo = Vazs + Vaise

Bilan Vazso Vies  Vasn Vawo
Direction LaAB AB - 1LacCA
Intensité  ? ? 0 5 ms!

Résultats : V,,; = 3,4 m.s?!
37_ 37
AB~ 0,388

= 9,5 rad.s! L

Fig. 15

Vigso = 3,7 ms @, =

b) Etude des accélérations

e Uy0= 0P R=w,%. CA=202x 0,25 = 100 m.s2 (dirigée de A vers C) ;

. TGay3 €5t dirigée suivant AB (direction de la trandation) ;

. a—A; = W(A centre de la liaison pivot entre 1 et 3) ;

| J\ s ﬂa + @;; <composante. normale et a, a, composante tangentielle qui existe du fait

que @,,, N'est pas constante.

Composmon des accélérations en A : Gpypo = a_n’+_>a?— Gazs + Garg + Aug

avec : aAC._Za)l/OAVAZ/S—ZXZOk/\34n—1360

Bilan a_n> 0_{ Qaz/3 Qa100 (Z;:: ‘
Direction " v n (AB) AC v
Intensité 2. AB (35,6) 0 . AB ? 100 m.s2 136 m.s?

Nous avons deux inconnues, la résolution (graphique ou calculée) est possible (fig. 15).

- . _ —_ . . — e -
Ordre des constructions : point P ; @, ; @ac direction n de a,y3 €N q; a, en P,
direction ¥ de @, en k ; point d’intersection m ; @, et a,,, ; mesure des intensités &
I’échelle choisie.

. i) -2 72 2
Resultats : ay, = 80 M.5™; Gpp5 = 112 M55 &0 = 35 = 186 rad.s2.

EXERCICES A RESOUDRE

n Un avion de transport 1 vole dans le

sens sud/nord (axe y) a la vitesse de
700 km.h™ lorsgu'un avion 2, plus rapide
(1 400 km.h™), le croise dans la direction & -
60" (@ = 60"). Dé&erminer la vitesse relative P

—

Vi1 de 2 par rapport a 1 en B.

Rép

=1212 Pkm.h).

—
VBZ/ 1

Fig.16
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Un porte-avions 1 avance a la vitesse
de 35 neceuds (1 noeud = 1,852 km h!) et
catapulte un avion 2 avec une accélération
constante de 40 m.s2 sur une distance de
90 m.

Déterminer la vitesse de décollage de
I’avion par rapport a I’océan (@ = 16").

Fig. 17

B Une automobile 2 prend un virage de
rayon R = 80 m a la vitesse constante de
60 km.h™! (6 = 45"). Une deuxiéme auto-
mobile (1) roule a la vitesse de 90 km.h,
avec une décélération de 1,5 m.s2, sur un
trongon droit (0, y). Déterminer la vitesse
relative Vg,,, du véhicule 2 par rapport au
véhicule 1 et Tg,;-

Vp =~ A4247-47,6 ] ; Vp, = 63,7 km.it,
G == 2457-0967

Le dispositif proposé représente incomplétement une commande de soupape
d’ admission d'un moteur & essence de moto. L’arbre a cames 1 entraine en D un cul-
buteur 2 qui pousse en B une soupape 5. La piece 9 assure le maintien latéral et les
ressorts 7 + 8 le rappel de la soupape. Les liaisons en 0 et A sont (ou sont équiva
lentes) a des liaisons pivots de centre de méme nom ; les plans tangents au contact
en B et D sont supposés horizontaux ; 6 = 65" ; @, = 200 rad.s* (= 2 000 tr.min™).

a) NaIurg deﬂ)ouvements DM MYy MY MY et MY, s
En_deduire Vy,, et les directions de Vi,/y ; Voo i Veaso + Visso et Vs o
b) Ecrire la relation de composition des vitesses en D. Déterminer Vo, o) U, 1 et @,.
¢) Ecrire la relation de composition des vitesses en B. Déterminer Visro € Voo
En déduire Vs .

‘\Nwo 1
e
G i 7
| -
X
A B :
|
] 8 N
4 o
[
3 0D=18 mm N
g . Xp= -38 F
E XB= 14
0 7 Lo 5 _ _30 _I
, T , V8=
5 > Xo= 14
IS N Yeo= -112
6
Fig. 19 = 1___.£_1
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L Lebec 1 aticulé en E sur une plate-forme de table éévatrice 0, permet d'assu-
rer lajonction avec le plancher de chargement d’ un camion. La manoeuvre est assu-
rée par un vérin hydraulique 4 + 5 (4 = tige, 5 = corps) aticuléen D sur Oeten C
sur deux biellettes de commandes 2 et 3. Les liasons en A, B, C, D et E sont des lia-
sons pivots de centre de méme nom.

Latige 4 sort du corpsS aIawtesse de Scm.s?,0=45".

| Déterminer les vitesses : Vg o, Vg0 Varso €8 @1s0.

Veaso = o = - 5 P+57cms?; Vao= 5 T+5 ;0,0 = 0.54 rad s,

OA =0OB = 0OC = 280
EA =130

CD =700

Vegs = 5 cm.s?

Fig. 20

Bl Un four dectrique 1 est articulé en C
sur un socle fixe 0. Le basculement est réa
lise par deux vérins hydrauliques 2 + 3
(2 = tige, 3 = corps) digposes symétrique-
ment. Les liasons en A, B et C sont des
liasons pivots de centre de méme nom.
6 =20";BC=93 mm, x, =~ 720 et
y, = = 1 950 mm.

S latige 2 sort du corps 3 alavitese de
10 cm.s™!, determiner VB1 0 & @y

Ré

Wl/’o = 10,33 B’(cm.s‘l) i @y = 0,11 rads

L Une croix de Malte & six faisceaux est entrainée en A par une manivelle 1 tournant
alavitese uniformew, , = 20 rad.s™. Lesliasonsen B et 0 sont des pivots de centre
de méme nom, § = 20". &) Nature des mouvements M*, , et M* . ED_dﬂZIULLe\{ﬂ &
les directions de \/,,3/0 et &42,3 si 2 est axe cylindrique solidaire de la manﬂeJLe 1. b) Ecri-
re larelation de composition entre les vitesses en A, Deéterminer V, 3, Vas» €t @334,

AB =R = 40 mm
OB =L =75 mm
@y, = 20 rad.s?

0= 20°




14.  Compostion de  mouvements

J  Une commande de soupape a arbres a cames en téte, sans culbuteur, se com-
pose d'une came 1 agissant directement sur un poussoir 2 et une soupape 3. 5 et 6
sont des ressorts de rappel, 4 le siége de la soupape et 0 la culasse du moteur.

Le pivotement du poussoir est negligé ; w, ,, = 400 rads!;9=30" ; AB = 20&)1
a) Quelle est la nature des mouvements M*, ,, M, , et M, , ? En déduire V;, , et
les directions de V;;get VBZ—,/lfb) Ecrire la relation de composition des vitesses en B.

| Déterminer Vg, o'et ;. En déduire Vs o,

— 5 o — 5 o > 5
Vs =—4i'= V5 Vo = 6,93 jlm.s?); Vg n=-47-693]

=30°

fy
2=(2+3) : B I~ w0 400 rad.s™
|/ M A ) b
~ 9

Fig. 23

Reprendre I'exercice 11, écrire la relation de composition des accélérations en
B, déterminer_dg; 4, &.,.;, Gga1et Tgclaccélération de Coriolis) ; en déduire ac, .

Réponse

Gmre= o =—2770T(msY) ; ag=-55401; agyp = 16007 ; ag 0= 2 770 T~ 1 600 .

Un compresseur a palettes, proposé sous forme simplifiée en coupe transversa-
le, se compose d'un rotor ou cylindre 1 entrainé en O par un moteur et de trois
palettes 2 disposées a 120". Les

palettes assurent la compression Yy

de I'air et peuvent coulisser libre-
ment dans des rainures du
cylindre. Sous I'effet de la force refoulement . aspiration
centrifuge, les palettes restent tou-
jours en contact avec le stator ou  gir34 bars ‘ Al airatpar
le bati 0. Le dispositif occupe la X
position de la figure (contact en A, X222 0E
C e D); wyp = 150 rads™.

a) Quelle et la nature des mou- %Q
vements M, ,, M%, , et la nature

de la trajectoire T,,/,, ? En_dédui- 0/ 2/ 1
re Y, €t les directions de V1, et ' OA = 54 mm

iz b) Ectire la relation de com- o hD R0
pOSition —§des, vitesses en A. _E_ﬂ exce:ltricité_ =e=— OB_= 14
déduire V,, o, Vi € @y0. Fig. 24

D
filtre

E
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Q Reprendre I’exercice 13. V,,,; = 2,1 i (m.s7}). Ecrire la relation de composition
des accélérations en A. Déterminer @, g, a1, Gpg/e € Uac (@ccélération de Coriolis).

M| Reprendre I'exercice 10 avec une croix de Malte a quatre faisceaux (a 90°) ;
R=50;L=71mm;19=230" e @, = 10 rad.s’!. Déerminer égaement a,,,
— —

Up3/00 Qa3 0@ U Oy

Réponse

Vaipo = 075 ms?; Ws0 = 4708 rad.s™! 1 a10=5 ms?; Aue = 3,89 m.s? H
03, = 233 rads?

Un variateur mécanique réalise une plage de variation de sa vitesse de sortie com-
prise entre 0 et 300 tr.min! a partir d’un moteur tournant & 1 450 tr.min™! (constan-
te). Le moteur entraine en 0 une manivelle 1 qui transmet le mouvement en A a une
bielle 2. Une coulisse 3 regoit le mouvement et le transmet en C a une roue libre
6 + 7 qui entraine |’arbre de sortie 8 d'axe D. L’articulation B entre 3 et 4 + 5 est
réglable entre 0 et D. Les liaisons en 0, A, B, C et D sont des liaisons pivots de
centre de méme nom, les liaisons 2/3 et 3/4 sont des pivots glissants d'axe AC. Le
dispositif occupe la position de la figure 8 = 90" ; OB = 55 mm. Afin de déerminer
la vitesse de sortie @,,q, on demande : a) Quelle est 1a nature des mouvements : M*, o
et M%, ,? Détermini\{41 s0 € Vi 0. Compte tenu de la liaison en B, déterminer V,
et @, . En déduire V., . Comparer_w, , @5, € @y /. b) Quelle est la nature des mou-
vements : M%, M"‘ﬁ/&g M, ,? En déduire des éléments de Vg0, Veos0) Veaya € Vieys.
Comparer V., , et ;)c) Ecnrg la Lgl_zit)lon de composition des vitesses en C entre
Vezsr00 Veoron Veasz @ Voo Endédulite Vo et .

»
2 A e
SNl
AN T—{_/
\‘\\ ”ﬁa
‘\\‘\\\\\w =]
| "~ \
\¥ réglage ]r y
N N
| I
0A=14
CD=36
BD =87
0B=55
0D = 142 (constant)
Nyjg = 1450 trmin™
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CINEMATIQUE
DANSL’ESPACE

OBJECTIFS

m  Déinr la déivée dun vedteur dans différents repéres

m Donner les principdes relations de la cinémaique du solide
(vitesses e accdérations).

m D&inr le torssur cinématique e indiquer les torseurs corres
pondant aux liaisons normaisées. Traiter la  compostion de
mouvement.

m Dévire les paamétrages utilisss dans I'espace (angles d’Euler,
gc). Founir des notions sur la théorie des mécanismes.

1 - Dérivee par rapport au temps
d’un vecteur dans différents reperes

1, Dérivée d’un vecteur de base

a) Cas du plan

T, Jo. K, sont les vecteurs de base du
repére de référence R, = (X, Vor Zo)-
17,) f k sont les vecteurs de base du
repere en mouvement R= (x,y, 2).
b=0. k 6 k est le vecteur rota-

=005 @ iy +5in 6 J

= ~4

= —sin 6 jp +¢c0s 6 J

tion de R par rapport a R, Fig. 1

I rd
Remarque :(di) =6) ; (%"—to—) =F-F); a)} et ]: sont des vecteurs fies de RO-
Ro
N
d?] A . s 3 ired (dlo
| =-0sin@iy+6cosbj, +cos | —
(dt . sin 6 i, jo TIn

dj dis djo > >
(—]J =-6 cosei—ésinej_o)—sine[i] +cos€[i] =9'(—cost9io—sin0joj
dt g, dt Jgr, dt g,

>
+sin 9[9—&J = é(—sin9z+cos 9];)
dt g,

? )
Résultats : (d’) =07 =dAl et (%17) = —6.7=0A]
Rp
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b) Cas général
On généralise le cas précédent ; w (R/R,) = @ est la vitesse de rotation de R par rapport

dt Jg, \dt)g, \dt Jg, dt), \dtjz \dt/g
ai) _ . 2 (d]) - (dk) Y
(H?)Ro‘a’“ dt ), DA dt Ja, nk

2. Derivee d’un vecteur 6) dans des reperes differents

a) Cas de repéres R et R, en translation

X est constamment perdléle ax,yay, ezaz,

La dérivée du vecteur Q@ fonction du temps

@ = Q) et dans ce cas particulier la méme 0

dans les deux repéres, o Yo
0

X

(da’) _(a‘é) s Rét R, en trandation Fig. 2

dt)y, \dt )y @R/R) =0

z

A z @ (RIRy)

b) Cas de reperes R et R, en mouvement a a—Y

guelconque 0 Ry >
CW)) et en mouvement par rapport aux deux
repéres. @ (R/R,) ddfinit la vitesse angulaire de
R par rapport a R,

3-Q7T+QT+Q.k ; (%

- Relation entre les vitesses
des points d’'un solide

1. Formule générale

R, estlerepéere (ou solide) de référence ; R est lié au solide et w(R/R,) définit la vitesse
angulaire du solide par rapport a R,,.
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10, Ulnemalque dans | egoace

w (R/ Ry)

solide (1)

‘X/o Ry P& _repere R lié au solide
Fig. 4 i
-
daB | _ 4(a5+ 0B )l =(d@’) _(dﬁ)) vy
dt Jg, dt ]RO dt Jg, \ dt Jz, °
Utilisons la formule fondamentale du paragraphe 1 3 :
AR AR = D ey =

En rassemblant les deux résultats, on obtient
= Ly
Vu=V,+0oAAB

P a—— —_— —

—

ou Var/ro) = Vag/ro + Ogmro A AB

—_—ly T — —_—
ou V5= Varo + @y A AB

2. Propriété déquiprojectivité

Cette propriété est la généralisation a I'espace de I'équiprojectivité abordée dans le cha
pitre « mouvement plan », .

En multipliant scalairement par AB les deux membres de la formule précédente et en
remarquant que (5 A ATB} . AE) = 0, on obtient :

Voo - AB =1V, . AB

Autrement dit, pour deux points A et B appartenant a un méme solide (1), en mouve-
ment par rapport a un solide (ou repere) (0), la projection de Vj, ,, sur la droite AB est
égae a la projection de V,,, sur AB.

Remarque : on obtient une relation analogue en multipliant scalairement les deux
membres par @, .

T I ¥ A
Ve @10 = Vaio « @i

11 - Torseur cinématique

1. Deéfinition
Compte tenu des propriétés des paragraphes Il 1 et 1l 2, I’ensemble des vecteurs-vitesses

des points d’'un méme solide a une structure de torseur, appelé torseur cinématique. Ce
torseur posséde les propriétés générales des autres torseurs.
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C NEMATI QUE

Exemple de notation (solide 1 en mouvement par rapport a 0)
o, Vj,

Y —> — - g
I VO W R Oy 0= @ iy + @, o + @, kg ;
Vo= \ — [~ Ay — N - —
Vo . w, V,, Varo = Vacdo + Vo + Vi, . ko

Remarques_:_} 1,0 OU w(R/RO, est Ia realltante generale du torseur et a méme valeur en
tout point \43 = V + ® A AB = V + BA A B e analogue a la reation

I\T M + BA A R‘Ju chapitre « torseurs d’'actions mécaniques »,

2. Propriétés

L’axe central du torseur est auss appelé axe de viration. Pour tous les points P appar-

tenant a cet axe, VP) est colinéaire & la vitesse angulaire @ du solide, leur mouvement peut
étre comparé a celui d'un tournevis lors d'une opération de vissage ou de dévissage
(fig. 5: systéme vis-écrou). .

Si le torseur est un glisseur, la vitesse V,, des points de I'axe centra est nulle ; seule @

existe et I'axe de viration devient axe instantané de rotation, analogie avec les CIR des
mouvements plan (fig. 6 : cone roulant sur un plan).

Dans le cas le plus générd, la position géométrique de I'axe de viration varie dans I'es-

pace au cours du temps (analogie avec les CIR).

axe de viration

OA = axe instantané
110 1 z de rotation

Wi

écrou 0

(pasxwm]
2

Fig. 3 ‘ig. 6

plan horizontal (x, ¥)

3. Torseurs cinématiques des liaisons mécaniques usuelles

; : Torseur
Nom de la Dggré de Représentation cinématique
liaison liberté en  perspective (Vor)
21l
2 00
Encastrement 0 00
ou liaison fixe 00
A 1 A
0
Pivot_ 30 *o0
(axe X) p 0 0

1
Glissigre , 2 0 Vax
(axe X) ! A 00
T AlLD O
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15. Cinématique dans I'espace

. . Torseur
Nom de la Degré de Représentation cinématique

liaison liberté en  perspective (Vanl,

1 w, k
Hélcaidle 1 {o o™
(axe X) A 2 A0 0
X k dépend du pas

1
Pivot glissant Wy Vax
(axe X) 2 2 00
A X al0 0

Sphérique ou 2 0 0
rotule & doigt 2 1 w, 0
(centre A 7 Mw, 0

Rotule 2 w, 0
ou sphérique 3 ! O/ Lo
(centre A) Adw, 0
. Z|
Appui 0 Yy
plan 3 {0 A y}
(normale Z) J Alw, 0

Linéaire wy Vay
rectiligne 4 0 Vuy
(X,7) Alw, 0
Sphére  cylindre ou A —% w, Vi,
linéaire annulaire 4 w, 0
(axe X) - Alw, 0

Sphére plan ou
ponctuelle 5
(direction X}

‘ig. 7

|V - Relation entre les accélérations
des points d’'un solide

|

axe de viration

Y0
Ryou (0)

X repére A lié a 1

Fig. 8

- _ - . . . _ _ o 7y 2 .
Orire = Wy = @ €t |a vitesse de rotation du solide 1 et fgg zp, = @0 = @ I'accélération

angulaire du mouvement.
—> — —
—— [doy,| _[doy, p——— s
= + Ormy A Oyp=
Rg R

Remarque : %10 =|—g; dt dt
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En dérivant par rapport au temps et dans R,, la relation des vitesses du paragraphe Il 1,
on obtient :

“Bw = aAl/O + axmAﬁg)*' By A (mw AA_B_’)
U =T + OAAB+ BABAAB)

Remﬂue . Cette relation géngglise celle abordée dans le chapitre « mouvement plan LN
ay - AB est différent de a, . AB; il n'y a pas équiprojectivité des accélérations sur AB
et, de ce fait, il nexiste pas de torseur des accélérations.

V- Conposi t i ondenouvenent s

Les relations sont les mémes que celles abordées dans le chapitre « composition de mou-
vements » (se reporter a ce chapitre pour des détails complémentaires).

1. Rappels des formules fondamentales

Vion = Vo + Vi

—
Wyp0 = Wy + WDy

- —> — 7
Opyp=0pyn +0g10+0gc AVEC agc =200 AVgop

Cas des accélérations angulaires

(dw2/o)=(dw2/1)+(dwl/o)

dt J, \dt Jo \ dt Jo
d @,

az_—)/o ( (‘;’i/l

) + wl/O/\ @y + 051/0
1

oy iy T~ T el
Oy = Oy + Qyyg + Wy g A Wypy

. , — —_— A -
Remarques : dans les relations précédentes, V, ,, € g, Peuvent ére remplacées par
les formules des paragraphes Il 1 et IV permettant de passer par un point A, autre point
du solide, dont les caractéristiques seraient connues.

2. Composiion des torseurs cinématiques

Cette composition résulte de la composition des vitesses.

{U%}A {vz/l}A ¥ {UV"}A

@0 Vo] @n VT
ou‘ 2/0 = /1 +

VAZ/O\. £e Vazn




15. Cinématique dans |'espace

VI - Parameétrages utilises dans I'espace

Pour repérer la position d'un solide (S ou 1) dans I'espace par rapport a un solide ou
repére de référence (0 ou Ry, on commence généralement par lier un repéere
Rs (A, Xg, Y. 29 ou R, au solide. La position du solide est définie par la position de Ry
par rapport a R,. Mémes remarques pour les mouvements et les grandeurs cinématiques
liées au solide. Dans le cas le plus général, six paramétres seront nécessaires pour défi-
nir avec exactitude la position de Ry par rapport a R, :

- trois parameétres pour définir I'origine (A) de Ry ;

— trois paramétres pour définir la position angulaire de R.

1. Parametres utilisables pour repérer la position d’un point

a) Coordonnées cartésiennes dans I'espace (x, Y, 2).
b) Coordonnées cylindriques (r, 6, z).
c) Coordonnées sphériques (p, 6, ).

Remarques : dans le premier cas, on dispose de trois distances, dans le second de deux
distances plus un angle, dans le troisiéme de deux angles plus une distance (voir formu-
laires).

2. Parametres utilisés pour repérer la position angulaire du solide

Un ou deux angles judicieusement choisis suffisent pour un grand nombre d applications
courantes. Pour les cas les plus complexes, les angles d’Euler sont régulierement utilises
(robots, avions, gyroscopes, €tc.).

Remarque : le choix et la position des angles d’Euler peuvent varier sensiblement d'un
pays a I'autre et d'un ouvrage a I’autre ; cependant, le principe reste le méme.

Angles d’Euler : on passe de R, (X,, Y., 2), le repére de référence, a Rg (xs, Y,, zg), le
repére lié au solide, par trois rotations d'axe successives, et inversement.

v = angle de précession 6 = angle de mutation @ = angle de rotation propre

Vitesse angulaire

Ds/ro) = VZg+ 07+ 6n
Bro = ((ésin @'sin ¥ + 0 cos y) X5 + (6 sin v - @ sin 6 cos V) Uy + (W + ¢ cos &) Z,
B /mg = (W sin 6sin @ + 6 cos @) Xg + (Y sin O cos p— Osin @) Ys + (@ + Y cos ) zg

Remarques : q?:%; 9:%‘: ; (p:%%

ig. 9
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VII - Notions sur la théorie des mécanismes

1. Chaines cinématiques et mécanismes

Un mécanisme se différencie d'une machine par le fait qu'il ne réaise pas de trans-
formation de I'énergie, comme par exemple un moteur (éectrique, thermique, etc.).
Une boite de vitesse d automobile et le systéme bielle-manivelle sont des mécanismes.

Une chaine cinématique est un ensemble de solides en liaison les uns avec les autres,
Plusieurs cas sont possibles :

Chaine continue ouverte Chaine continue fermée Chaine  complexe

béti 0
exemple : exemple : exemple :
fleche de pelle hydraulique systeme bielle-manivelle-piston pompe hydraulique

Fig. 10

Une chaine complexe est congtituée de plusieurs chaines continues fermées, imbriquées
les unes avec les autres.

S n est le nombre de solides du mécanisme et [. le nombre de liaisons entre solides, le
nombre N, de chaines fermées indépendantes qu'il est possible d étudier est :

| Ne=L-n+1 IR

Remarque : une chaine continue ouverte ne constitue pas un mécanisme, au sens de
la théorie des mécanismes, dans la mesure ou elle ne rédise pas de transformation de
mouvement (il n'existe pas de loi entrée/sortie).

2. Relation fondamentale

h=m,+m+Zn;=6(n~-1)

n : nombre de solides du mécanisme, béti compris

m_ . mobilité du mécanisme ou mobilité utile

m.: mobilités internes d'é@éments particuliers

, - nombre des inconnues statiques dues aux liaisons

h:  degré d hyperstatisme du mécanisme ;s h = 0, le systeme est isostatique ;
s h = 1, le systéme est hyperstatique d ordre h.

Remarques : s pn. est le nombre des inconnues cinématiques d'une liaison et ng le
nombre des inconnues statiques, alors ng + n. = 6. Par exemple, pour une liaison pivot,
ng=>5etn;=1

L’exploitation de la relation dépend de I'identification et de la schématisation retenue
pour les liaisons du mécanisme étudié ; un grand soin doit donc y étre apporté.




15. Cinematique dans I'egpace

3. Exemple : moteur hydraulique

graphe des liaisons

pivot
glissant

Q)

@)

Fig. 11

n= 4—; m, = 1 ym, = 2 ; Ng =5+3+3+4=15 H

h=1+2+ 15 - 18 = 0 (systéme isostatique).

Les mohilités internes correspondent aux rotations propres des solides 2 et 3 autour de
leur axe de révolution.

EXERCICE RESOLU

Le mécanisme proposé sous
forme schématique se compose
d' une bague coulissante 1 liée en
A (pivot) a une bielle 2 entrainant
en B (rotule centre B) une tige
coulissante 3.

Si la bague se déplace par rap-
port & la tige fixe (0) a la vitesse

— -

constante V31,0 = = 3 j (m.sl),
déterminer Vg, @y, g et
—_

%0-

Résolution Fig 12

a) Etude des vitesses —-,,2 -0 41 0,6 k
Pour la bielle 2, nous avons : VBZ/0 = VAZ/O + Wy A AB
VBZ/0 ho =V, 7 (V est portee par I’ axe deﬁ X)
VAz/o“Al/o"'“?’J @y = w"”"”’“’k

L’équation s écrit :

Vi 0 o, 1,2
O0f=-3|+|w |A|-04
0 0 @, -06

On obtient les trois équations de projection :
~06w,+04a,:=V 1

06w +1,2m =3 2

04w +120,=0 (3)
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Nous avons trois équations & quatre inconnues (3, @,, ®,, @,); une équation supplé-
e

mentaire est fournie en remarquant que a)z_/(; =yl + @, Sachant que @71 est per-

pendiculaire au plan (AH, HB) et que aT/Jeﬁ porté par AH, il en résulte que a)T/o) est

perpendiculaire a BI-I Autrement dit

—
@, HB=0=(0 i+a,j+wk. (12,—06;‘8) 120,- 060,
—

Résultat : V,,, =1 z(ms‘l)eth/o—l 1—033]+2k

Remarque : des vérifications sont possibles avec VB .AB = \7,; AB et V; LB = W . 3.

b) Etude des acceleratlons

032/0—0A2/0+ (XZ/O/\AB+ a)2/0A(w2/OAAB) 5

aAZ/O = aAZ/l 0 (VAl/o = constante) G20 = Opsjo =g - 1 3

Oy = a, . 1+a Fra . K

L’ éguation s écrit :

ag 0 o, 1,2 1 1
O|=|0f+|a, |A{-04]|+{-033}|A|3
0 0 «, -06 2 0

On obtient les équations de projection :

~0,60, + 04 a, =a +6 (I

0,6a, +1,2a = 2 (2

04a +12¢, = 3,33 (3)

Une équation supplémentaire est fournie par

a,,= a?/?"'x_;\ﬁ'ar/o)/\Y/

Wy — B g N By = 0 + 0o est perpendiculaire a HB.

Le raisonnement est analogue a celui du paragraphe 1 avec wz_/(;
(@0 — Bro A Bpp1) - HB=0=12a -06a +1

en remarquant que : @,,, = 17+ 2 K et @5 =-0337.

Résultats : g0 = - 8,337 (m.s?); &g = -~ 1,33 7+3,86 - 1K (rad.s?)

EXERCICES A RESOUDRE

B e mécanisme ci-contre se compo-
se d'une manivelle (1) entrainant en A
(rotule centre A) une bidle (2) qui trans
met le mouvement en B (rotule centre
B) a une manivelle (3) en liaison pivot
(axe 0, x) par rapport au béti (0). (1) est
en liagison pivot (axe C, z) par rapport
aubdi: ACH // ay; @,,=30rad.s?;
Wy € &y, sont perpendiculaires a la
direction AB.__) .

Déterminer Vi i Vs @200 Garsor
gz et 0.

R

m-—ﬁl(msl)

\/53/0—-51 aA1,0=-180)(m52)
053/0——120]_)*' 416k @y = 7,9 rad.s?
&, =393 rad.s2,
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15. Cinématique dans I'espace

Une antenne parabolique (3) est i
entrainée en rotation (axe A, u) par un
moteur (2). Le moteur est lui auss animé
d un mouvement de rotation (axe A, )
par rapport a la tourelle (1). L'ensemble
peut pivoter autour de I'axe (0, 2).

Wy, =3 rads?; a3, =4 rads?;

Wy, =2 rads?; 0y, =0;

=06 rads?; o, =5 rad.s?

Déterminer a5 et 0.

Réponse

By = 2,6 T+ %T+ 7,5_1?(rad.s‘1) :
Ty == 554 T+15,6 7+1,8 k {rad.s?).

B Une machine d entrainement aux accé érations pour astronautes se compose
d une nacdlle (3), entrainée en rotation (axe A, U) par une chape motorisée (2). La
chape et dle auss animée d' un mouvement de rotation (axe B, X,) par rapport au
bras (1). L’ ensemble peut pivoter autour del'axe (0, 2). Lesliaisons Ly, L/, € Ly
sont des liaisons-pivots. ;
@0 = 0,5rads?; a0 =0 T S
@y, = 0,2radst ;0 =0 U @
w3, = 0,6 rads? ; o, = 0; I'ae
(A, u) est orthogond a (B, x,).

Déterminer &, ; €t &, S x; €st SUppo-
£ pardlde ax et u vaiable.

Réponse

B, 20,27+ 0,6 0,27+ (05 +0,65in0,21) k;
OT/J ==0,3¢0s0,2¢ T+ (0,1~0,1258n0,2 t)"j
+ 0,12 Ccos 0,2 ik

U] __Renrendre I'exercice 4, u est supposé paralléle ay. Déterminer Vasso € ags0
supportées par I’ astronaute.

L Le fonctionnement e I'andyse
d un certain nombre de mécanismes s
ramenent a I’ &ude du mouvement d'un
cone 2 sur un plan horizontad (0). On
suppose qu'il n'y a pas glissement entre
le cone et le plan le long de la droite de
contact OA. R; (O, x,,V,, 2 ou 1 est
un repere intermediaire, x, est I'axe du
cone ; z, est perpendiculaire au plan et
i’:l_|§) demi-angle du cone. S la vitesse
Vieo = Vp €st supposée constante, g
déterminer @,);, @, By, € 05, en
fonctionde V,, R et a

z)

Réponse

= Va _—»__V,,tanu?_ W 2 T V;sina-y—)
s Wi R cos a 0 2/1 Reod & 13 2/0 chdssa 1
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La transmission par cardan proposée schématiqguement se compose d'une
fourche (1) tournant a la vitesse constante @, ,, par rapport au béti (0) (axe 0, xy). La
fourche (1) transmet son mouvement a une fourche (2) (axe O, x,) par I'intermédiai-
re d'un croisillon (3). Nature des liaisons : L, pivot d'axe (0, x;); L,/ pivot d'axe
(0, z,) ; Ly, pivot d'axe (0, y,) ; L, pivot d'axe (0, x,) ; OA est perpendiculaire &
OB R, (0, xo, Y. ) est liéau béi ; R, (0, x,y,, z)) est lié alafourche 1 et R, (0,
X5, Y., 25) & la fourche (2).

a) En prOJetant Ia relation de composition des vitesses angulaires

—
“’2/0 = w2/3 + @, + @y SUr les axes x,, Y, Z, €t en remarquant que :
Zl AX; . montrer que gl oS 8 '
uyzu e @712 sin“e cos?6,

“1 /Q Ay |||
b) En_deduire que tan 6, = tan 6, .

COs a

Fig. 17

d un variateur mécanique est réalisé a partir de deux roues de friction coniques (1)
et (3) en contact en A et B avec une série de spheres (2) identiques dont I’ axe de rota-

tion (0, z) est réglable angulairement (@) par rapport au béti (0), non représenté. Les
ligisons Ly, Ly € Ly, sont des
ligisons pivots, L,, est un encas-

trement réglable (- 30" < a < -30°<oe<30°1
30%). Si la vitesse d'entrée @, , est “"/‘f_f(_’,’z‘;d's
constante et s'il n'y a pas de glis- R=60
sement en A entre '(l) et (2), en B r=35 y 2 4 réglages
entre (2) et (3),_déterminer le rap-
port des vitesses (wy,, /@ ,) € la ,
plage de variation de I’appareil. ~ «
Réponse < 9/ 3
@50 _b+atana // A
D0~ b-gtana ©
1 P
373 S B <373 z -—1
W
1 | ldaseal ] 3 %
e e
(> ] ! W3y
Fig. 18




DYNAMIQUE
MOUVEMENTS
PLANS

OBJECTIFS

m Enoncer le principe fondamentd de la dynamique pour les mouve
ments de trandation rectiligne, mouvements de rotation daxe e
mouvements plans généraux.

m ndiquer l'dternative du principe de d'Alembet en définissant la
notion de force dinetie

m  Trater les ensembles de <olides, les centres de percussions, les mou-
vements pendulaires et les systémes dynamiquement équivalents.

La dynamique est le chapitre de la mécanique qui éudie les mouvements des solides en
relation avec les forces qui les produisent. L'étude et la compréhension de ce chapitre
suppose I'acquisition des connaissances abordées en statique et en cinématique.

Sur un plan historique, les découvertes des principes de la dynamique sont plus récentes
que celles relatives a la statique. Gdilée (1564-1642), le premier, effectua une approche
scientifiqgue des phénomenes. Ses travaux, déterminants, sont a I’origine des résultats de
Huygens et Newton. Newton fut le premier a formuler correctement le principe fonda
mental de la dynamique et la loi de la gravitation universele. Par la suite, Euler,
d’'Alembert, Lagrange, Laplace, Poinsot, Coriolis, Einstein et d autres apportérent une
contribution importante au développement de cette science essentidlle.

En ce qui concerne la technologie et ses applications, la dynamique est plus récente et
se développe avec I'ére industrielle et la construction des machines travaillant aux
vitesses élevées avec ou sans chocs.

Remarque : 1l y a trois méthodes possibles pour traiter un méme probléme de dyna-
mique, chacune ayant ses avantages et ses inconvénients :

1 - par application directe de la loi de Newton ou du principe fondamenta ;

2 - par utilisation des théoremes relatifs au travail et a I'énergie (voir le chapitre
« énergétique ») ;

3 - a partir des théorémes portant sur les quantités de mouvement et le moment cinétique.
Les équations de Lagrange, non abordées dans cet ouvrage, offrent également des
possibilités.
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1 - Principe fondamental :
cas d’'une translation rectiligne

‘. Enoncé

L’énoncé proposé s applique indifféremment a un point matériel de masse m ou a un
solide en trandation rectiligne de masse m et de centre de gravité G.

1re loi

La premiere loi correspond au principe fondamental de la statique (voir partie statique).
Elle Sapplique auss hien & un solide en équilibre qu'a un solide évoluant & vitesse
constante.

2¢ loi

L’ accéération @ du centre de gravité G d'un solide en trandation rect@ne par rapport
a un repere (ou solide) absolu est proportionnelle a la résultante (2 F,,) des forces ou
actions extérieures agissant sur le solide et a méme direction et méme sens que celle-ci.
@, : accélération (absolue) du solide en m.s®

*F, =m.a} m : masse du solide en kg

z F . - résultante des forces extérieures en N.

trajectoire de G,
3 maG

hg=Ftht..

Fig. 1
Remarque : la résultante ¥ Fext doit passer par G, sinon il y a mouvement plan.

3e loi
En statique et en dynamique, les actions mutuelles entre deux solides sont égales et
OppOsées.

2. Remarques

a) Repére absolu ou galiléen

Pour que I’application du principe fondamental soit correcte, |’accélération @g doit étre
une accélération absolue.

Par commodité, |'accélération a; est généralement repérée ou déterminée par rapport
a un repere lié a la terre prise comme référence absolue. Cependant, la terre n'est pas
un référentiel absolu ou galiléen rigoureux mais approché.

Pour la plupart des problemes de mécanique usuels, cette approximation’suffit et amene
des erreurs négligeables.

5
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10, Uynamique - IMOuveltierts pidris

Pour un certain nombre de problémes faisant intervenir des avions, fusées, missiles et
autres, il et parfois nécessaire de faire intervenir les accdérations engendrées par le
mouvement de la terre.

Exemple : pour un corps en chute libre, la rotation de la terre engendre une |égere
accdlération dirigée vers I’ est (accélération de Coriolis) créant une perturbation du mou-
vement de chute libre. Le solide ne tombe pas exactement verticaement mais subit une
|égére déviation vers I'est égde a:

_20 2n’
d= “g3 cos 7] T

o = 0,729 X 10 rad.s! (vitesse rotation terre)

g=981ms?

h : hauteur de chute en m

6 : latitude nord ou sud

Pour h=250m ;9 = 45" (France), on obtient d = 61,3 nm.

b) Temps relatif et temps absolu

Dans I'éguation de Newton, le temps est consdéré comme une grandeur absolue,
S écoulant inexorablement d' arriére en avant au rythme régulier indiqué par les pendules
et lescdendriers.

D’ gores Eingein, le temps n' est pas absolu mais relatif et dépend de la vitesse propre de
I’ observateur et de la postion finde de cdui-ci. Cependant, la notion de temps relatif
n'est vrament sensible que pour des particules se déplacant a de tres hautes vitesses
(proches de celle de la lumiére : 300 000 km.s™).

Exemple : s on place une pendule dans un sadlite a 644 km d dtitude évoluant a
27 080 km.h?, celle-ci prend un retard de 0,000 001 85 s & chaque orbite par rapport
a une pendule identique située au pdle.

3. Exemples

a) Exemple 1

Sphére de 1 kg en chute libre, résistance de I'air

neglige.

x F, = P'= vecteur-poids

ag = g = [accéération de la pesanteur : |
g= 9,81 m.s‘2] ag=4g

>F,. = m @} donne P= mg,

En projection sur la verticde z :

P=mg=1x981=981N. Fig. 2

verticale

mouvement
uniformément
accéléré

b) Exemple 2

Une navette spatiale est supposée a I'arrét dans I'espace. Les trois moteurs sont allumés,
la poussée de chaque moteur est de 2 300 kN, lestrois poussées sont paralleles et leur
action résultante (s F, ) passe par G. Déerminons |'accélération supportée par les

adtronautes S la masse de la navette est de 100 tonnes.
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Fig. 3
z FZ =m . a; donne en projection sur la direction du mouvement ()
XF,,=3x%x230000=mag; =100 000 ag

_ 230000x3 _ -2
9% = “700000 69 m.s 7g

L' accélération supportée est 7 fois supérieure a I'accélération de la pesanteur g.

4. Principe de d’Alembert

La 2¢ loi du principe fondamental peut aussi sécrire sous la forme du principe de
d Alembert :

By

0

F,)= (- m . ay) est appelée force d'inertie, cette force est opposée a I’ accélération ag.

Remarque : écrit sous cette forme, I'exploitation du principe se raméne aux cas abor-

dés en datique, la force dinertie éant assimilée a une force extérieure. Toutes les
méthodes et théorémes abordés en statique sont utilisables : isolement du solide, etc.

Exemple : cabine d'ascenseur
Un homme de 80 kg se tient debout sur une balance 71 cable
dans une cabine d'ascenseur a I'arrét. Le moteur est mis | cabine
en marche et la tension T—)du céble de levage atteint la
valeur de 900 daN pendant les trois premiéres
secondes. Si |'accélération est supposée constante, quel-
le lecture peut-on lire sur la balance ? Les frottements
sont négligés, la masse de I'ensemble (cabine + baance)
est de 720 kg.

balance

Résolution
a) Isolons I’ensemble cabine + homme + balance
Afin de simplifier I’étude, supposons que le centre de
gravité G de I'ensemble est situé sur la verticade com-
LA, =
munea T et P.
L'action des rails, perpendiculaires aux autres forces,
n'est pas prise en compte.
. T — -
Le principe de d' Alembert sécrit P+ T—-m .a; = 0.
En projection sur la verticale z :
-P+T-m.az=0
- (720 +80) 9,81 +9000 - (720 + 80) a; = O

dola; = 1,44 m.s2
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b) Isolons ’homme seul

L’homme est soumis a 3 actions : son poids 13;, I action exer-
-

cée par la balance B et la force d'inertie (- my, . @Q)).

= > —
—
P+B-mya;=0

en projection sur z, on obtient :
-P,+B-m,a;=0
B=m,g+mya;=m,(g+ay

=80 (9,231 + 1,44) = 900 N.
Masse fictive mesurée par la balance :
m’, = 900 / 9,81 = 91,74 kg.

—Myag

Fig. 6
Remarque : pour le mouvement inverse (a; = - 1,44 m.s?), avec freinage, la masse
fictive de I'individu serait 80 - 11,74 = 68,26 kg.

|1 - Principe fondamental : solide en rotation

On ne considérera que des rotations par rapport a un axe fie.

1. Cas ou le centre de gravite est situé sur I'axe de rotation

Le solide tourne a la vitesse angulaire w autour de I’axe de rotation (A, z), le centre de
gravité G est sur cet axe et a est I'accélération angulaire du mouvement.
A, et A, sont les actions exercées par la liaison pivot sur le solide. J; est le moment
d'inertie du solide par rapport a I'axe (G, z) qui est auss |I'axe de rotation.

a) Enoncé
La premiére et la troiséme loi restent identiques a celles du paragraphe 1.
La deuxiéme loi s énonce :

Fig. 7

Remarques : £ M(F,.)= MyF) + MJF)+ . ..
Pour un systéme de forces planes, on dispose de trois équations de projection :
ZF=0;ZF =0;XM4F,)= Jsx;J; est défini en fin d ouvrage.
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b) Exemple

Dans un laboratoire
d'essal, pour tester les
accélérations d'un véhi-
cule, on utilise un dispo-
sitif avec tambour. Les
roues motrices sont
posées en A sur la par-
tie haute du tambour
(rayon R = 1 m, lon-
gueur 2,5 m, moment
d'inertie J, variable ou gustable) libre de tourner
autour de son axe de rotation (G, z). La masse tota-
le du véhicule en charge est de 2 000 kg. La charge
supportée par les roues avant, au repos, est de
1 200 daN.

Quelle doit ére la vaeur du moment d'inettie Jg
pour que le tambour se comporte comme le véhicu-
le au démarrage ou au freinage (accélération tangen-
tielle tambour a, = accéération du véhicule a) ? Fig. 8

b

Résolution

a) Isolons le véhicule.

Supposons que |’auto-

mobile démarre sur une

route horizontale avec

une accélération d.

P, est le poids du véhi-
—_ =

cule, A, e B les

actions sur les roues.

- myd est la force

d'inertie au démarrage.

D’Alembert : Fig. 9

P +B+ A -m@=0

Projection sur I'axe x : A, = mza = 0

b) Isolons le tambour.

SF.=P,+0.+0,-A,-A=0 (1
I MSF)=Md-A)=J5. a 2)

toutes les forces, sauf (- K,:) passent par G

et ont un moment nul.
_%a_a_ A
R R m3.R
a, 4 est I'accéleration tangentielle de A.
L’'équation (2) devient :
A,

A, .R= m,.R
dolds;=m;. R2 avec my = masse du véhicule.

(44

‘ JG Ig 10
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2, Cas ou le centre de gravite G n'est pas sur I'axe de rotation

ag est I'accélération du point G (a, est I'accélération normale et a, |"accélération tangen-
tidle) ; a est I'accélération angulaire du mouvement ; J; et J, sont les moments d'iner-
tieen G et A (voir définitions et formules chapitre moments d'inertie).

a) Enoncé
La deuxieme loi du principe fondamental devient :

Fig. 11

Remarques : en projection sur AGou n: ZF, = - m &r
en projection sur t (perpendiculaire an) : X F, = mar
L’'éguation de moment en G peut ére remplacée par I'éguation aternative en A :

SMA(FQ =da * avec: Jy = Jds + m’”z

b) Exemple : tasseur vibrant

54Ty 1 2 3
ANEEAN [ N\

Fig. 12
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L'appareil est utilise pour tasser ou compacter |le béton liquide. Les vibrations ou
secousses sont produites par la rotation d'un arbre excentré 1 (excentration e = 3 mm)
guidé en rotation par trois roulements 3 - 4 - 5. La vitesse de rotation maximae est de
10 000 tr.min™!, la puissance d entrainement de 1,5 kW et la masse de I'arbre de 2 kg.
Déterminons les actions supportées par les roulements en A et B, a vitesse constante et
le couple de démarrage s a = 5 000 rad.s? (poids négligé).

Résolution
T}ﬁ
a) Actionen A e B a 10 000 tr.min’. !
¢=0;a=0;a,= o’ A e 1 By
= (10 000 ) /30=1 047 rad.s™! A L _1__\!__ Bl X
):F '-A,,+B,,=may=-F L4 A 2
F, force dinertie sur I'arbre. b Y L
Projection sur x : 0 = 0. (A, X, y4,) est un repére lié a l'arbre 1
Projection sur y, : A,, + B3, = m a,.
Par symétrie : Fig. 13
A, .= By, _ma, 2x1 047°x 0,003 _ 3290 N. R
2 2 yA4/1 + B3y

b) Couple moteur C,, si a = 5 000 rad.s?
Ecrivons |’ équation de moment du principe en O :

= MF,.)=J, a= (Js + meda
_|[mR? 2| B_Z_
C,= g —tme Ot--m(2 +e)

C, = 2(00215 +0 0032) x5000= 1215Nm

Fig. 14

3. Centre de percussion P

ig. 15

La résultante des forces extérieures (X ext) passe par le centre de percussion P et en ce

oint : [ 2 TR
P CsFo=m.a; o IMF)=0

Remarque : s 1, est le rayon de gyration du solide tel que Jg = m . r?
z M (Fou ext)_‘,’A a=Wg+mrda=mr2+rda
FEM (Fou) = ma’x(rG+d):era(rG+d):m(rc-;-d"'rc;z)a

il en résulte que : d”_fr Ko
G;
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Exemple : batte de base-ball

La batte est en rotation autour de A et frap-
pe la bale F, d'intensité devée, schémati-
se I'action de la balle au moment de I'im-
pact. Le poids de la batte est négligé.

A—; et A_x) schématiient les actions exercées
par les mains, s F passe par le centre de
percussion P, ces actions sont limitées.
=M, (F,)=AxAP =0

dou: A, =0. Fig. 16

4. Cas des mouvements pendulaires

Cas Pendule  simple Pendule  composé

Principe
N P
MG
Principe - - .
fondameﬁtal T+mg=mag -mgOGsin@=dya=mrha

gl
Angle =0 /g @=0mpi.Ccos /= .t
de balancement 9 = Omax. o ! T
2
Période o T Te2m /b 0. /lo
d'oscillation T=2my 7 mgl gL

Fig. 17

Remarque : dans le cas du pendule simple, la masse m est supposée concentrée en G,
T est la tension du fil OG. Dans les deux cas, les pendules oscillent autour de O (oscilla
tions de faible amplitude).
Le pendule composé se comporte comme un pendule simple de longueur :

2
L =OP=OG+(£GE1 ; I €t le rayon de gyration par rapport & G et P le centre de

percussion défini au paragraphe 3.
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[I1-Principe fondanental :
casdesmouvenents plans

1. Enoncé

La deuxieme loi du principe fondamental s écrit :

LFu-mag | IMFD)=doa

ZMG= dXZFext

Fig. 18

Remarque : pour un point P situé a la distance b de mag, on peut écrire I'équation
aternative suivante :

2. Exemple

Prenons le cas d'un disque (ou roue) qui E))ule sans glisser sur un plan horizontal (ou
route) sous I’action d’'une force constante F. m est la masse du disque, f, = u, caracté-
rise le frottement en A. Déerminons les équations du mouvement.

Fig. 19

il AN i o

)
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Résolution

A _—
fA=”A= K"“ ) P=mg ) ZI::ext=rnaG'

y
Projection sur x : X F, = magx
F-A =F-f,A,=F~f,P=ma;=mor (1)
Projectionsury : £ F, = A, - P =0 donne A, = P=mg (2
2

z M, (E,:) = J; a donne A,. r = % oa=fPr (3)
les équations (1) et (3) conduisent &: ¢ = er{/,*,P-_- Fr;f?P d'ou fA:SLP

S on remplace f, par BLP dans I'équation (3}, on obtient : a=32rrlz:r

1V - Cas des ensembles de solides

Le principe fondamental s applique de la méme maniére aux ensembles de solides. Les
interefforts au niveau des liaisons entre solides ne doivent pas étre pris en compte
(deviennent des efforts intérieurs). Seules les actions extérieures a I'ensemble isolé sont
comptabilisées, analogie avec les ensembles isolés en statique.

iy e ey iy
=3 ey
EFw=F1+F2-§-F3+.,..=m1am+m2a;62‘~r;.«f.

3 M (FL) = ME) + M, (F) + L = Ugioy + mygdy) + Wgpty + maticdy) + .

Fig. 20

V - Systemes dynamiquement équivalents

Deux systemes sont dynamiquement équivalents s'ils donnent les mémes résultats avec
les équations du principe fondamental.

Exemple

Le solide de masse m, de centre de gravité G et de moment d'inertie J, est dynami-
quement équivalent aux deux masses excentrées m, e m, s les conditions indiquées
sont vérifiées.

conditions

m=m +my
mLli=mo Ly

my 13 +my 5= Jg

masse m

Fig. 21

211



DYNAM QUE

EXERCICES A RESOUDRE

O 212

0 Une remorque bagagére de poids
P = 300 daN appliqué en G, centre
de gravité, est tractée en A (liaison
rotule) par une automobile. L’en-
semble voiture plus remorque atteint
la vitesse de 72 km.h™' en 100 m,
départ arrété. a) Déerminer |'accélé
raion du mouvement s celeci est
constante. b) Déterminer les actions
exercées en A et B.

Réponse

-612 N ;A =558;
44 2 N

X

ﬂ Reprendre I’exercice 1, I’automobile freine et s arréte sur 120 m depuis la vites-
se de 120 km.h™.

A I'arrét, le poids P = 1 240 daN
d’'une automobile, appliqué en G
centre de gravité, se répartit de la
facon suivante : 310 daN sur les
roues avant et 930 daN sur les roues
arriére (g = 10 m.s?).

Le véhicule roule a la vitese de
288 km.h™, puis freine brutalement Fig. 23

et Sarréte en 320 m (décélération constante). Les frottements entre roues et sol sont
supposés identiques en A et B (f, = fz = f). @ Dé&erminer la position du point G et
la décélération du mouvement. b) En déduire les actions exercées en A et B € la
valeur du frottement f.

AK=630;a=-10ms?;f=1;A,=A =6594N;B =B, =5806N

a Reprendre |'exercice 3 lorsque la voiture descend une pente de 10 %.

a Une moto atteint la vitesse de
86,4 km.h7!, départ arrété, sur 60 m y
en montant une pente de 10 %. Le
poids de I'ensemble est de 340 daN
appliqué en G. La roue ariére est
motrice et g = 10 m.s2._Déerminer
I"accélération du mouvement, les
actions exercées en A et B ains que
le frottement en A. Fig. 24

Réponse

a=478m‘5'2;Ax=1970N;Ay=3131N;BX:O;By= 252N;fA:0,63.
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6] Reprendre I'exercice 5, la moto descend une pente de 10 % a 120 km.h!, frei-
ne et sarréte en 120 m, les frottements en A et B sont supposés identiques.

O P, (12 500 daN) schématise le
poids du chargeur et 172) (5 000 daN)
celui des matériaux contenus dans le
godet. L’engin roule & 40 km.h™! puis
freine. @ S la décdération est de
2 m.s?2 et les frottements en N et M
identiques, déterminer  les  actions
exercées en M et N.b) A partir de
quelle décélération y at-il bascule-
ment vers I'avant du chargeur ?

unité : en metre

1,65

Fig. 25

L Pour le systéme bidlle manivelle
proposé, N;, = 2 500 trmin,
déterminer la force d'inertie sur le
piston s sa masse est de 0,3 kg ;
vaeur a5 000 tr.min.

Réponse
a =-2 010 ms?;F,= 603N
F, (5 000) =4 F,{2 500).

Fig. 26

d Reprendre |’ exercice 8, déterminer la force d'inertie lorsque 6 varie entre 0 et 360".

Q L'accélérométre a ressort propo-
sé permet de mesurer expéimentale-
ment des accélérations. _Déterminer
laraideur K du ressort de facon a ce
gu'un accroissement  d’accélération
de 1 m.s améne un enfoncement du
coulisseau de 2 mm (correspond a
une unité de la graduation).

Fig. 27

Une automobile roule a la vitesse
constante de 126 km.h! au fond
d'un creux circulaire de rayon
R = 100 m. Dé&erminer les actions
exercées en A et B sur les roues s le
poids du véhicule est P = 1 000 daN
au repos (g = 10 m.s?).

Réponse

A = 890 daN; By =1 335 daN.

Fig. 28
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D Renrendre |'exercice 11 avec
une automobile roulant & 90 km.h!
dans le haut d'une cbte circulaire de
ragon 40 m. P = 1 600 daN au

repos.

Fig. 29

Une automobile roule a la vitesse
constante de 90 km.h! dans un vira-
ge relevé d'angle a. Déterminer a de
facon a ce qu'il n'y ait aucune force
de frottement entre les pneus et la
route s le rayon du virage est de
200 m.

Ré

4

a=17,67°.

Fig. 30

Les normes britanniques imposent que les autobus a deux étages ne doivent pas
verser s, a l'aré, ils sont inclinés de moins de 28”. @) S la largeur des essieux est
de 2,4 m, déterminer la position limite du centre de gravité G, I’ autobus est supposé

symétrique. b) Sur route horizontale et dans un virage de rayon K = 20 m, quelle est |
la vitesse limite admissible au renversement ? c) _Renrendre la question précédente
lorsque le virage est relevé de 10,

bus a l'arrét

/ A B
?,4,,, /
! 32m 1.8m |

-

P
15000daN
Fig. 31
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M Un avion effectue une descente
en piqué a la vitesse constante de
900 km.h! sur la tragjectoire circulaire
CAB de rayon 1 200 m. La masse de
I’appareil est de 5 700 kg.

a) Déterminer les accélérations et les
forces subies par les passagers en A, B
et C. b) Quele est la force d'inertie
centrifuge exercée sur I'avion en ces
mémes points ? c) Un voyageur de
80 kg est debout, en équilibre, sur une
balance, au passage en A. Quelle_est
la lecture indiquée par la balance ?

900 km.h™"

Fig. 32

5\ trajectoire de I'avion

portion circulaire

M En saut & ski sur tremplin, un
skieur de 80 kg arrive dans le bas a la
vitesse V; de 25 m.s! inclinée de 30"
par rapport a |'horizontale.
Déterminer |'effort norma N, exercé
par la piste sur le skieur en A, juste
avant le saut. La piste est supposée
circulaire (rayon R = 45 m).
Ré

4

N=1791N.

Fig. 33

trajectoire de G ;

/& f

/7 N
/ §
&

Un touret a meuler tourne a la
vitesse de 3 000 tr.min"L.
L'aimentation est coupée, la broche
met 40 secondes pour s arréter.
a) Déerminer la décélération angu-
laire a si celle-ci est supposée
constante. b) L’ensemble meules plus
arbre est assimilé au dessin, la masse
volumique des meules est de
2 500 kg.m™3, celle de I'arbre de
7 800 kg.m™,_Déterminer le moment
d'inertie de I'ensemble et le couple
résistant exercé par les paliers pen-
dant la période d arrét.

& 46

700

Fig. 35
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d Le couple de démarrage, a vide,
d'une perceuse est égal a 0,1 Nm. La
vitesse de rotation atteinte est de
3 000 tr.min!, le moment d'inertie des
parties tournantes ramenées au mandrin
est de 2 x 10 m2kg. a Déterminer
I’accélération angulaire du mouvement
si celle-ci est supposée constante.
b) Combien de tours faut-il au foret pour
atteindre la vitesse de 3 000 tr.min™,
temps mis pour y parvenir ?
Réponse
a = 500 rad.s%;15,7tours ;t= (0,63 s.
Fig. 36
O une bare cylin-
drique, masse m ,
centre de gravité G, —
longueur L, rayon r,
est animée d'un mou- S
vement  pendulaire
autour de I'axe O. }
| Déterminer la pério- t o
de des oscillations s 4] 3
celles-ci sont suppo-
< . . y
sées de faibles ampli-
tudes et S r est négli- 9r
gesble devant L. <
Réponse .
T =2n 3_15; Fig. 37

Q Une bague de roulement, largeur
b, diamétre intérieur 0,6 m et centre de
gravité G, est animé d'un mouvement
pendulaire autour de I'axe 0 (liaison
linéaire annulaire). Par mesure expéri-
mentale, on détermine la période d'os-
cillation du pendule : T = 2,2 secondes.

En déduire les rayons de gyration de la

bague en 0 et G.

Réponse

ro=06m;r;=052m

Fig. 38

d Reprendre I'exercice 20 avec une
biele symétrique de masse 1,2 kg,
centre de gravité G et une période d'os-
cillation autour de I'axe 0 : T = 1,35 s.

Déterminer le rayon de gyration et le

moment d’inertie en G.

Fig. 39

[ en déduire @ et a de la porte.

| La porte avant droite d'un
véhicule monospace, mal fermée,
souvre brutalement au moment
d' un freinage. La masse de la porte
est m, son centre de gravité G
(AG = R) et son rayon de gyration
en A, r. a La décéération a du
véhicule est supposée constante |

b) Déerminer les actions exercées
sur la liaison pivot en A lorsque frig. 49
6 =90".

a=9

A5

Réponse

2
sin@ ; o=, /M[l—cose) ; Ay=—M ; Ax=ma I—E.
7 7 i




ENERGETIQUE

OBJECTIFS

B Dé&inir les notions dénergie e de puissance

B Donner letravail et la puissance d’ uneforce et traiter le
cas dun couple

m  Aborder la notion d'énergie potentidle.

m Introduire I'énergie cindique dans le cas des trandations
rectilignes, des rotations d'axe e des mouvements plans.

m  Déinr le rendemen.

m  Développer les théorémes liss & I'énergie : théoréme de
I'énergie cindtique, loi de consarvation de ['énergie
principe du travail virtuel.

Les problémes liés a I'énergie sont d’'une grande importance : I'énergie est en effet a
I'origine de tous les mouvements du monde de la technologie. Elle existe sous plusieurs
formes : mécanique, éectrique, chaleur, etc. Une bonne connaissance des phénoménes
énergétiques permet aux techniciens et ingénieurs de construire de maniére économique
des machines moins gourmandes en énergie.

Les théorémes sur |'énergie abordés dans ce chapitre permettent dans certains cas de
déterminer les efforts engendrés sans avoir a calculer les accélérations comme dans le
cas du principe fondamental de la dynamique (chapitre 16).

I - Notions d’énergie et de puissance

L' énergie et la puissance sont deux notions qui, bien que liées, sont différentes. Mettons
ces différences en évidence a partir des deux dispositifs de la figure 1.

réservoir plein

robinet :
R\ (volume Vd'eau)

réservoir vide

état final
(levage h)

Fig. Ib
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Pour remplir le réservair, il faut fournir un certain volume V d eau. De la méme manié-
re pour lever la charge de masse m sur la hauteur h, il faut fournir une certaine quanti-
té d énergie W.

Quelle que soit I'ouverture du robinet, c'est-a-dire quel que soit le débit d'eau, la quanti-

té d’ eall nécessaire au remplissage est toujours laméme V.

De laméme fagon, § I'on ne tient pas compte du rendement (des pertes ou des fuites
d énergie), la quantité d' énergie a fournir pour lever la charge et la méme qudle que

Soit lavitesse de levage.

Plus le débit d’ eau ddlivré par le robinet et levé, plus vite le réservoir serarempli. De

méme, plus la vitesse de levée de la charge est grande, plus la puissance fournie ins-
tantanément et grande et plus vite la charge sera levée.

Le traval ou I'énergie représente ce qu'il faut fournir globaement a un systéme pour
I’amener d'un éat initid a un & find. La maniere dont le chemin et parcouru entre

ces deux états n'a pas d importance.

La puissance caractérise le débit d énergie fourni a chaque ingtant. Elle ne dépend ni de
I"é&at initid ni del’éat find du syseme, mais permet de decrire les flots d’ énergie entre
ces deux états.

0-Travail (W

_>
1. Travail élémentaire AW d’'une force F

Letraval démentaire AW delaforce Fic)mt le point d’ gpplication
A se déplace de Al entre A et A’ (A = AA") est égal au produit sca-
laire de Fpar Al

Unités : WenJ(joules); Fen N ; Alenm.

Remarque

§0<6<90;c0s6>0;AW > 0; letraval de Fest moteur
90=90" ;cos8=0;AW =0 letraval de Fest nul ;

§90" <9<180" ;cosgcO; AW < 0 ; letravail de Fest résistant.

2. Travail d’'une force constante ou invariable

La force F se déplace de A, a A, en consarvant la | trajectoire 4
méme direction (angle a condant) & une intengté
constante.

Latrgectoire A,A, peut ére divisée en uneinfinité de

petits déplacements éémentaires A;N;, NN, . . .,
N.A, tdsque:

AIAZ = AlNl + N1N2 + ...+ NnAz.
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Le travail entre A, et A, s’ exprime par :
—_— _ = — r—
LL1/2=I 1‘1N1+} .N1N2+ e +I .ankz
—_

F.AA,

-FAN,+NN,+..+NA)=F

. =4 ~ < . . H - -
Le travall de Fde A, & A, se raméne au produit scalaire de F par la distance A,A, :

W=F. AA,

Exemple : travail du vecteur poids I?
Prenons le cas d'un objet descendant une
rampe de forme quelconque de G; a G,.

W,,=P.GG,=P.h

Quelle que soit la trgjectoire de G, le travail de P
est éga au produit de P par la dénivellation h.
Supposons que I’objet soit un skieur de 80 kg Fig. 4

descendant une pente dont la différence de niveau est de 300 m entre le haut et le bas.
W =80 x 9,81 x 300. = 235 440 J = 2354 kJ

Remarque : dans le cas de lafigure 1, le travail de levage de la charge (1 000 daN) sur
la hauteur h = 2 m est W = 10 000 x 2 = 20 000 J.
S le palan se déplace horizontalement sans lever la charge, le travall fourni est nul.

3. Travail W d'une force Fdans le cas général

s, abscisse curviligne, mesure le déplacement

trajectoire de A

du point dapplication A de la force F sur sa Ay
trgjectoire, s = s; en A, et s= s, en A,

AA’ = ds est le déplacement éémentaire de A ; 4

entre A et A’ :

dW=F.ds=F.ds cosé Fig. 5

entre A, e A, Wl/fg.:F.ds.cosO:S F. cos e. ds
1 1

4. Travail d’un couple C constant

Le travail d'un couple constant C se déplacant
de I'angle 6 est égal au produit de C par 8.

- W en J (joules)

‘W=Cgo g en rad (radian)

— C en Nm

Fig. 6
Exemple : un moteur éectrique tournant a 1 500 tr.min™! exerce un couple constant
de 20 Nm sur un récepteur. Déterminons le travail réalisé par minute et par seconde :
par minute :  Af =1 500 x 21 = 9 425 rad
AW =20 x 9425 = 188,5 kJ
par seconde : AW’ = (AW) / 60 = 3 142 J
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Remarque : dans la mesure ou le couple est congtant, AW’ et auss égde ala puis-
sance instantanée du moteur (3 142 W), en notant que 1 W =1 J.s™.

5. Cas des ressorts de torsion

Pour les ressorts de torsion (barre de torsion, cylindrique a spire et a spirde), le couple
C supporté et fonction de I'angle d’ enroulement a

1rog=1
C=ka W—2Ca 2ka2

CenNm; kenNm.rad!;aenrad; WenJ

Remarque : k est laraideur du ressort, W le travall rédise est auss de |’ énergie poten-
tielle stockée ou regtituée par le ressort.

M- Energie potentielle(E,)

Dans le cas d'un travail effectué par les forces de pesanteur ou par des forces engen-
drées par des ressorts, on parle d’ énergie potentielle. Cette notion smplifie I’ andyse des
problémes.

Pour ces cas, le travail rédisé est indépendant des trgjectoires et dépend uniquement des
positions initide et finde des forces encore gppelées forces conservatives.

1. Energie potentielle de pesanteur
Le principe a éé abordé au para

graphe 112, L'énergie potentielle 2 & vericale

dépend de I'attitude z de I’ objet, plus l------

I'objet est haut et plusil y ad énergie

potentielle. =

~Ep = mgz S : Hl-———— -
E,-E,;=mglz, - 2)=mgh -

Fig. 7

2. Energie potentielle élastique (ressort)

F = charge sur le ressort
Fa . f = fléche du ressort

N

aire = Wy

-y

Sig. 8




1/, Energeuque

Charge sur le ressort : F = kf =k (l, = x)

avec [, longueur libre ou longueur au repos ; x longueur du ressort sous charge ; f
déformation ou fléche du ressort ; k raideur du ressort.

Travail élémentaire développé par une charge F comprimant le ressort.
S x; = x, = dx est trés petit, F, =~ F, = F varie trés peu et le travail élémentaire s’ex-
prime par : AW = Fdx = k (I, — x) dx

Le travail total est donné par :

o= k(b0 de= -]

Energie potentielle du ressort I fz | e
EoendikenNmbifeonm | E=a i BaEa=gl£-1)

La compression du ressort permet d accumuler de I’ énergie potentielle. Pour les ressorts
detorson: E, = 4k ¢ (aenrad ; k en Nm.rad™}).

IV - Energie cinétique (E, ou T)
On peut considérer |'énergie cinétique comme éant une sorte d'énergie potentielle liée

a la vitesse de déplacement. Plus un solide se déplace rapidement, plus il accumule de
I’énergie cinétique.

1. Solide en translation rectiligne

Tous les pomts du solide se déplacent a la méme
vitesse: V' = V V

L' énergie cinétique d'un sohde en trandation rec-
tiligne est égale a la moitié du produit de la masse

m du solide par le carré de sa vitesse V. Fig. 9

1

E,Z;T=‘§n'q"’('/2 avec  EcenJ(joules);menkg;Venms

Exemple
Z . . e y . i -1
Energie cinétique d'un camion de | Qitesse 108 km.h

14 000 kg roulant a 108 km.h! :

13068 =30ms! T

=§>< 14 000 x 30°

masse 14 000 kg

1]

=6300000J
=6300kJ

Remarque : s la vitesse du véhicule est divisée par deux (54 km.h), I'énergie cinétique
est divisée par 4 (6 300/4 = 1 575 kJ) et inversement. Le travail des freins consiste a
absorber de I'énergie cinétique pour ralentir le véhicule. En cas de chocs, I'énergie ciné-
tigue accumulée est brutalement convertie en déformations (carrosserie, etc.).

Fig. 10
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2, Solide en rotation par rapport a un axe fixe

Pour I'dément M de masse dm dont lavitesseest V,, = ar, I éner-
giecindique et E, = Y(ar)? dm =1/ @ r2 dm.

Pour I'ensemble du solide : E, = ¥/, @ X r2dm.

Leterme J = X r2 dm représente le moment d'inertie par rapport
al’axe de rotation (voir chapitre « moment d'inertie »).

L’ énergie cinétique d’ un solide en rotation est égale ala maitié du

produit du moment d'inertie J du solide (par rapport a son axe de

) . . . Fig. 11
rotation) par le carré de sa vitesse angulaire . 9

Ek=T=%Ja)2 avec E, enl (joules); J enm? kg ; @ enrads™ !

Exemple

Déeminons I’ énergie cinétique d'un volant de presse cylindrique
(02 m, h=0,5 m) tournant a 1 000 tr.min"! autour de son axe de
révolution. La masse volumique de I'acier et p = 7 800 kg.m3.
m = mase du volant = masse volumique x volume
=px(mR?h)=7800xmx12x0,5=12 252 kg

2 2
J=ﬂ§i=l-22—522>i=6126m2.kg

2000

2
Ek=%Jw2=61226x(1%%0“) ~33590kJ Fig 12

3, Solide en mouvement plan
Définition 1

E, (ouT) : énergie cinétique en J (joules)
V,, : vitesse (absolue) du centre de gravité G du solide (m.s™)
o : vitesse angulaire du solide (rad.s™)

m : masse du solide (kg)

Js : moment d'inertie du solide par rgpport & un axe perpendiculaire au plan du mou-
vement et passant par G (m?2.kg).

Définition 2
Ek =T =-21~ J@?. avec J=ds+mAG

Le point I est le centre instantané de rotation du mouvement et J, le moment d'inertie par rap-
port a I'axe instantané de rotation (axe passant parl et perpendiculaire au plan du mouvement).

Exemple : prenonsle cas d un disque plein, masse m, rayon R, roulant sans glisser sur
un plan horizonta a la vitesse angulaire @, déterminons son énergie cinétique.
Le mouvement est un mouvement plan de centre ingtantané de rotation 1.

2
Ve-oR ; =78

E=imw+liw=lmerr+l1

1 mR , 3m&FR
) 2 2 af =

2 4

N
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Remarque '\“’\
Ek = % ‘]I 0)2
G Vs
1

=-§(JG+mIGZ)w2 1
x|
%(%33+m}?2)a>2 l//
3ma? R
=— Fig. 13

V - Notions de puissance (P)

La puissance définit la quantité de travail effectué par unité de temps (par seconde) ou
autrement dit le débit d énergie.

1. Puissance moyenne

AW P_ : puissance moyenne en W (watts)
F,= AL AW : quantité de travail rédise pendant I'intervalle de temps At (J)
At : intervalle de temps (9)

2. Puissance instantanée

- Iim (AW) _dW
P‘Alt‘ino(At)‘ dt

Lorsgue I'intervalle de temps At tend vers O ou devient trés petit, la puissance moyenne
tend vers la puissance instantanée.

A 1joule _
Unités : le watt = -] - 1
(W) lwatt T soconde 1Js

Autre unité usuelle : le cheva (cv) ] lcv=736W

. 4 /4 .—9
3. Puissance développée par une force F

Définition

La puissance instantanée P développée par une force Fdont le point d'application A
se déplace a la vitesse Vsur sa trajectoire T, est égale au produit scalaire de ?par v

. tangente_*ﬂi P= ‘ﬁ’ V’
— " P=F.V.

cos 6

Penwatts ; Fen N; Ven m.s!

Fia. 14

Remarques : s P > 0, la puissance est motrice (force motrice) ;
s P<0O, Ii puissance est résistante ou réceptive (force résistante).
La vitesse V doit étre une vitesse absolue (repére de référence lié a la Terre).
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Exemple : reprenons I'exe_r)nple du pont roulant du
paragraphe I. Le poids P de la charge est de
1000 daN et la vitesse de trandation, montée comme
descente, est de 0,1 m.s™.
Montee
P-P.V=P.Vcos 180"

—10000x 01( 1) = - 5000 w

descente

oy
A gg— G
<

Descente : P= P. \/ = V' cos 0°=5000 W  Fig. 15
4. Puissance developpée par un couple C %
Définition

La puissance développée par un couple C se déplacant a la vitesse angulaire @ est
égade au produit de C par .

P : puissance développée en W

C : couple en Nm

o : vitesse de rotation en rad.s!

Exemple
Reprenons le moteur du paragraphe 114, couple constant de 20 Nm a 1 500 tr.min!.

P=cw=20x(%)=3142w.

5.Puissance d’untorseur d’action

Soit un torseur d'action {T} dont le déplacement est défini par le torseur cinématique {v}.

La puissance developpee est égale au produit (ou comoment) des deux torseurs.

{T} - M—> {v}

A A A

Remarque : le résultat est indépendant du point A choisi pour écrire les torseurs.

VI - Notion de rendement (1)

Le rendement 7 (éta) d'une machine est égal au rapport de I’énergie restituée sur I’ éner-
gie fournie ou recue.

Wperdue
(pertes)

W fournie

(entrée)

e - W fournie— W perdue ‘{”1— W i«ndue
Wfourme - Wfourme

ig. 16

Remarque : I'énergie perdue peut I'étre sous forme de chaleur, de frottements, etc.
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VII- Théoremes sur I'energie

1. Théoréme de I'énergie cinétique ou de I'énergie-puissance

Le théoreme traduit sous forme énergétique les équations du principe fondamental de la
dynamique. |l permet de déterminer des efforts dynamiques sans avoir a caculer les
accélérations mises en jeu.

Remarque : en pratique, |'application du théoréme aboutit a une seule équation, alors
que le principe fondamental conduit a trois équations de projection (dans le plan).

Enoncé 1 : Pour un solide isolé, le travail des forces extérieures pendant un interval-
le de temps, et éga a la variation de |'énergie cinétique du solide.

T, - T, = 1AT},? = [WZ F,

ext )]12

Translation rectiligne : % (V- Vf) = W(F;xt)]f

Rotation d’axe fixe : % ((D% - wf) = W(Fext)K
do
2

Enoncé 2 : pour un solide isolé, la dérivée de I’énergie cinétique est égale a la puis-
sance développée par les forces extérieures.

Mouvement plan : % (VZ, —Vé?l) + (ﬂ)% - aﬁ)= [ W(F;xt)]i

Remarque : pour un ensemble de solides, au travail des forces extérieures a I’ ensemble,
il faut gjouter le travail des actions mutuelles exercées entre chacun des solides de 'en-
semble.

Exemple

Fig. 17

Un tambour (J = 100 m2.kg par rapport & son axe de rotation) tourne a la vitesse de
20 rad.s?! (=200 trmin™). Le freinage est réalisé en 6 secondes pendant 3 tours.
Déerminons le couple de freinage C s celui-ci est supposé constant.
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Résolution
La variation d'énergie cinétique du tambour en rotation est :

- T = (@8- o) = 199(0- 209 - 20k

La seule action extérieure fournissant un travail (résistant) au tambour isolé est le couple
de freinage C. Toutes les autres actions (poids, actions des paliers) passent par |'axe de
rotation et, de ce fait, ne produisent aucun travail.

[WIF,JIZ == C8 =~ Cx 2r x 3 (travail résistant)
Théoréme : [AT]? = - 20 000 J = [W(F,,)}Z = - 6aC d'ou C = 1 061 Nm

Remarque : on a deux jeux de plaquettes de frein, il en résulte que :

-C _-1061 - -_F (.=
F_Zr_2><0,15"3537N et N n ( u = frottement).

2. Loi de conservation de I'énergie

Loi : pour un solide ou un systéme énergétiqguement isolé et dont les forces dépen-

dent d'une énergie potentielle (E, : forces de pesanteur, actions exercées par des res-
sorts), I'énergie mécanique totadle mise en jeu reste constante entre deux instants
successifs.

Energie mécanique totae [AT},? + [E];? = condtante
ouT,+E,=T,+E, = consante

La loi de conservation de I'énergie est un cas particulier (intégrale premiére) du théore-
me précédent, obéissant a un certain nombre de conditions.

Remarque : un systéme est énergétiquement isolé s'il n’échange aucune énergie avec
son milieu extérieur, pas de pertes par frottement, etc.

Exemple 1
Un pendule simple de poids mg est laché

position initiale

sans vitesse initiale & partir de 'horizonta- I P e
le (AG,). Déterminons la vitesse V, en f !
position verticae. /'
o /
Résolution 2 /

Le poids est la seule force produisant un
travail, la tensdon T du fil (perpendiculaire

Y 4 - mg
alavitesse V) n'en produit pas. Le pen- [;;
dule n'échange pas d énergie. position finale
Fig. 18
T,+ E,=T,+ E, donne :
2 2
m2V2 +mg22=m,2% +mgz, avec Vi, =0e z-z=h=R
on obtient : ™% -J/2gh
n obtient : = =mg(z,-z)e t V=/2g
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Exemple 2

Un wagonnet, de mas-
sem = 250 kg, roulant | V=14 ms™
alavitesse uniforme de -
1,4 m.s! est arrété par
un amortisseur a res-
sort. S la course C position 2
d amortissement est de
100 mm, déerminons V=0
I"énergie échangee e
I'effort supporté par le 7
ressort en fin de course. Fig. 19

position

amortisseur

Résolution

Le wagonnet et soumis al’action de 4 forces
extérieures : poids P, A et B  actions des

. -, _ — —

essieux et Fl'action du ressort. P, A et B, per-
pendiculaires aux trgectoires des points A, B
et G ne fournissent aucun travail. Seule F pro-
duit un travall résgtan.

Fig. 20
= [vaiaion d énergie potentielle du ressort

1 2
KO~

LOi:TZ-T1=Ep1—Ep2=- 2

(paragraphe 1112))
1 2 250 kx01% o _ _
Lm(w-v)=80(0-147)=- 2L doi k=149 000N

F; = 0 en position 1 (ressort non chargé) ;
F, = KC=49000 x0,1=4900N en pogtion 2.

~ 2
Energie échangée : 125_0 X14%2= ‘ﬁolgl‘ﬂ = 2455

3. Principe du travail virtuel

Le principe du travail virtud peut ére consdéré comme une gpplication particuliere de
laloi de conservation de I’ énergie au cas de la statique.

Pour un solide ou un ensemble de solides en équilibre, I énergie cinétique est nulle. J en
résulte que le travail des forces extérieures, en prenant en compte des petits déplace-
ments virtues (fictifs ou imaginaires), est lui auss nul.

Enoncé

Pour tout solide en équilibre, la somme des travaux virtuels de I'ensemble des actions
extérieures au olide isolé est nulle et ceci pour tout déplacement virtud envisa
geable.

Le principe est gpplicable aux ensembles de solides, dans ce cas, seules les actions
extérieures a I’ ensemble sont a prendre en compte.

Remarque : les déplacements virtuds choiss doivent ére compatibles entre eux, ou
tenir compte des liaisons entre solides et des possibilités de mouvement.
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L'intérét ou la rentabilité de la méthode dépend de la difficulté a établir des relations
entre les déplacements virtuels envisagés.

Exemple

Un point matérid A est en equ111bre Sous,
I’action des trois forces F (60 N), F et F;
(120 N).

Déterminons le module de F2

Résolution : une infinité de déplacements
virtuels sont possibles. Ch0|5|ssons par
commodité Ax 0Opposeé a F2

WIE F,) = WIF) + WE) + WE) = 0
=F . AX+F, &+F,. A%
=0-F,. Ax+ F;. Ax . cos 30"

dou: F,= F; cos 30” = 104 N.

— -
(F,+F, + F,

EXERCICES A RESOUDRE

Calaul erletravail et la puissance d’'une cabine d ascenseur : la masse de la cabi-
ne est de 850 kg, la vitesse de levage (supposée constante) est de 1,2 m.s?, les forces
de frottements sont évaluées a 40 daN, la hauteur entre le sous-sol et le dernier étage
est de 25 m.

Remarque: WX F,) AX=0.A=0.

e’

Réy
P=10,48 kW; W=21846kJ.

U Un escalier roulant de magasin trans-
porte 36 personnes par minute entre le pre-
mier et le deuxieme étage, la différence de
niveau est de 5 m. Le poids moyen des per-
sonnes transportées est de 60 daN. S le
moteur délivre en permanence une puissan-
ce de 2,2 kW, _déterminer le rendement du

systéme. Fig.

Calculer le travail qu'il faut effectuer pour charger (depuis le sol) 15 colis de 50 kg
sur la plate-forme arriere d'un camion située a 1,3 m de haut.

Réponse

W = 9,565 k.

L calculer le travail d'un remorqueur qui tire un cargo sur une distance de 2,5 km.
La tension du cable, supposée constante, est de 120 kN.
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1/, Energetique

M| Un remonte-pente de station de ski tire 1 200 skieurs par heure a la vitesse de
120 m par minute. La masse moyenne de chaque skieur est de 70 kg, la longueur de
la pente est de 1 800 m et sa dénivellation de 600 m (pente de 33 %). Déterminer |
la puissance moyenne du moteur nécessaire au transport des skieurs si le rendement
de I'installation est de 0,7 et si I'on admet une surcharge de 200 %.

Réponse

P= 1110 Kw.

d Unbaea s déplace a la vitesse de 15 noauds (1 noaud = 0,5144 m.s?), sa tur-

bine développe une puissance de 5 500 cv. Calculer la résistance a I'avancement du

bateau s le rendement de I'ensemble turbine + hélice est supposé égal a 04.
R

1 4

210 kN.

Un kp & drargement effectue le levage d' un wagon-
net, le poids de I'ensemble est de 300 daN, |a distance par-
courue sur lerail est de 15 m, I'inclinaison du rail est de 70”
par rapport a I’horizontale, la vitesse du wagonnet est de
0,3 m.sl. @ Déerminer I'énergie dépensée pour le leva-
ge. b) Quelle est la puissance du moteur a adopter si le ren-
dement de |’ appareil est de 0,7 ?

Réponse

W=423kJ; P=~12kW. Fig. 23

8] Le wagonnet ci-contre, d'une masse Va2 met
de 300 kg, arrive en fin de course sur un
amortisseur & la vitesse V. = 2 m.s?,
L'amortisseur est assmilé a un ressort de
raideur K, la course d' amortissement est
de 100 mm. La pente du rail est de 10”.

Déterminer la raideur du ressort et I'ef-
fort exercé en fin de course.

Fig. 24

Q Reprendre |’exercice 8 avec un wagon descendant une pente de 2 %, départ
arrété sur une longueur de rail de 20 m. Le ressort de |’amortisseur a une raideur
K = 10 000 kN.m™!. Déerminer la vitesse du wagon au moment du contact et la
course de compression du ressort.

Réponse

v=28ms?; course = 0,178 m.

O ure automobile, de masse 1 000 kg, des-
cend une pente de 10 %. La vitesse initide du
véhicule est de 90 km.h!, les freins sont action-
nés et exercent un effort (résultant) de freinage
constant de 2 500 N. a) Déterminer la distance
parcourue (x) avant arrét. b) Quelle est la quanti-
té d' énergie dissipée par le freinage ?

Réponse Fig. 25

x=205m; W=>5126kd.
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Un avion, masse 16 000 kg, atterrit sur un
porte-avion. Le freinage est réalisé par un
céble BAC supposé inextensible. Le céble est
liéen B et C a des amortisseurs pneumaticues
situés sous le pont et exerce un effort de ten-
sion constant de 600 kN. S L = 40 m en fin
de mouvement (L = O au départ en H), déter-
| miner la vitesse d'apontage de I'appareil en H.

Réponse

174 kmh

d Reprendre I'exercice 11 avec une vitesse d’ apontage de 200 km.h™!. En déduire
ladistance L de freinage.

U AB=CD=1m;AC=BD=16m

Le poids P, du solide 1 est de 3 000 daN, les
poids des barres AB et CD sont négligés, (0)
est un béti fixe et les liasisonsen A, B, C e D
sont des liaisons pivots. Le solide 1 est 1aché,
sans vitesse initidle, en position horizontale
(6 = 0). a) Déterminer la vitesse du solide 1
lorsque AB est verticdle. b) En_déduire la
valeur des actions exercées en A et C.

d Reprendre I'exercice 13 ; le solide 1 est remplacé par un tronc d'arbre destiné a
savir de bdier dans un film historique et les bares par des cibles (AB = CD = 5 m).

Quelle doit &re la vaeur initidle de I'angle 8 de fagon & avoir une vitesse d'impact de
5 m.s! en position verticale ?

Réponse

6=418.

O unvolant @ presse a forger, de masse 400 kg, a un rayon de gyration de
600 mm. Chaque opération d'emboutissage exige un travail de 12 000 joules fourni
par le volant. @) La vitesse initiale du volant est de 300 tr.min!, déerminer la vites-
se finale aprés amboutissage. b) Si un moteur exerce un couple constant de 30 Nm
pour relancer le volant, guel nombre de tours celui-ci doit-il effectuer pour retrouver
une vitesse de 300 tr.min! ?

Rép
273,5 tr.min™' ; 63 7 tours.
| Une bdle de 20 grammes est tirée a travers
plusieurs planches de bois empilées. L’épaisseur 1
350 m.s~

de I’empilage est de 200 mm, la vitesse d’ arrivée
de laballe est de 700 m.s™, la vitesse de sortie de
350 m.s”l. Déterminer la résistance a la pénétra-
tion exercée par les planches sur laballe si celle-ci
est supposée constante.

balle 20 g

R il .
18 375 N. Fig. 28
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17.  Energéique

Le Vérin de levage propose travaille uniquement en
tirant. Le coté fond ext relié a I’ amosphere, I’ensemble
descend sous I’ effet de la charge a la vitesse congtante
de 0,3 ms!. L'dimentation ex effectuée par une
pompe hydraulique a débit fixe avec régulation ala des-
cente. L' arrét delacharge, en fin de course de sortie de
tige, e obtenue par une vave de décdéreion tra
vaillant sur lacourse L = 20 mm. Le diamétre de latige

est de 40 mm, le diamétre de |'désage de 60 mm.

| Déerminer I’ effort Fde décdération s cdlui-ai et Sup-

posé constant sur la course L. En déduire la pression
interne maximale dans le vérin.

3 000 daN
R

P Fig. 29

F =6 880 N ; 235 bars.

1 __Reprendre I'exercice 17 avec le
dispositif proposé : course d amortisse-
ment L = 40 mm ; diametre de tige
140 mm ; diamétre d’ désage 200 mm.
Le baancier, aticulé en A (pivot) sur le
béti, sera assmilé a un paraléépipede
de dimensons 4 x 0,7 x 0,7 m.

L Pour le frein a sabot proposé sous
forme schématique, la vitese initide du
tambour est de 200 tr.min!. La masse
du tambour et du dispositif en rotation
est de 1 000 kg, le rayon de gyration
correspondant et de 400 mm. Quel
effort F faut-il exercer s I’on souhaite

aréter le dispogtif en 50 tours (frotte-
ment sabot/tambour : f = w = 0,3).

Réponse

F=443 N.

balancier

" 5000 daN

tambour

Fig. 30 Fig. 31

L Une benne 2 et articulée en B sur le
chassis 1 d'un camion. L’effort de levage est
fourni par un véin hydraulique 3 + 4
(3 =corps; 4= tige) articulé en A sur 2 et
en C sur 1. P, (10 000 daN) schématise le
poids de Ia benne et des matériaux qui y sont
contenus. @) Déterminer I'énergie nécessai-
reaulevages avarieentre 0" et 45" et s P,
reste constant (rendement = 0,8). b) S la
tige 4 sort du corps 3 & la vitesse constante
de 5 cm.s™!, établir la courbe des puissances
ingantanées, en fonction de g, au cours
du levage (rendement = 0,8).

AB=910 mm

Fig. 32
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dr Reprendre I’ exercice 19 avec deux sabots identiques disposes symétriquement ef=y
=0, 25 Determ| ner F et la puissance de freinage au début du mouvement a 400 tr.min 2,

M Une roue dentée A (masse 4 kg, rayon de
gyration 120 mm, rayon primitif r, = 150 mm)
transmet son mouvement a une roue B (masse
12 kg, rayon de gyration 300 mm, rayon primitif
rg = 375 mm). L’ensemble est a |'arrét lorsqu’un
couple C, = 10 Nm est appliqué a la roue A. Les
frottements sont négligés. @) Quel_nombre de
tours fait laroue A avant gu’elle n’atteigne la vites-
se de 900 trmin™. b) Calculer I'effort tangentiel
F; exercé entre les deux roues.

roue A foue B

16,3 tours ; F. = 50 N. Fig. 33

M Un panneau de porte de garage L  uUnebare AB et en équilibre sur

coulisse en A (glissiere horizontale) et deux plans inclinés perpendiculaires
en B (ghss1ere verticale) sous I’action de entre eux. Les frottements en A et B
la charge F appliquée au milieu du pan- sont négligés. P schématise le poids de
neau. P schématise le poids du pan- la barre. En appliquant le principe des
neau. En appliquant le principe des tra travaux virtuels, déterminer la valeur de
vaux virtuels, déterminer la valeur de E I'angle @ entrainant |’ équilibre.
(toujours horizontale) en fonction de P Ré

9 = 163" il

s la porte est supposée en équilibre.

Fig. 34 S Fig. 35 0

O untirebouchon est rédlise a partir d’'un systeme de barres articulées (pivots) entre

_e_I!&s et d'une tige filetée articulée en D sur Ies barres. F schématise I’ action de I opérateur,
B (non représentée) celle de la bouteille et T T celle du bouchon sur latige. En utilisant le
principe des travaux virtuels, déterminer la valeur de T en fonction de E

T=3F.

bouteille

Fig. 36




QUANTITE
DEMOUVEMENT-
CHOCS

OBJECTIFS

W D€inir les notions de quantité de mouvement, dimpulsion e de
moment cinétique.

m  Dévdopper les théorémes rdaifs a la quentitt de mouvement,
au moment cinétique ainsi que les théorémes de conservation.

m  Donner des notions sur les chocs.

Dans le chapitre « énergétique », les relations sont obtenues par intégration du principe
fondamental de la dynamique a partir des déplacements (x, 6, etc.). Pour ces cas, un
changement de vitesse se traduit par une variation d énergie.

Les équations de ce chapitre sont établies par intégration du principe fondamenta par
rapport au temps ¢. Les théorémes obtenus sont particuliérement utiles a la résolution
des problemes faisant intervenir des efforts agissant pendant des intervales de temps
assez courts. Dans ce chapitre, nous nous limiterons a des problemes plans.

[- Quantité de mouvement (p) et inpulsion(l)

Considéz_rgns un point matérie de masse m ou un solide de masse m et de centre de gra-
vité G._\_{G est lavitesse du centre de gravité ou cdle du point matériel aun ingtant choi-
3.1 F,, ed laresultante des actions extérieures agissant sur le solide.

1. Definition

On gppelle quantité de mouvement p’le pro-
duit de lamasse m du solide par la vitesse \72
du centre de gravité G.

‘ p enkgms'ouNs
p=mVs | Vsenms?
— m en kg

Fig. 1
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2. Theoreme de la quantité de mouvement

D’aprés le principe fondamental de la dynamique et si la masse du solide reste constan-
te au cours du temps :

Enoncé : la résultante des forces extérieures agissant sur le solide (X F, t) est égale a
la dérivée par rapport au temps de la quantlte de mouvement.

3. Impulsion r

Définition : I'impulsion {dgnnée & un solide pendant un intervalle de temps [t;, t,]
est égae a la variation de la quantité de mouvement entre ces deux instants.

— —> —> to — ~1
Il/2= 1?2—- E= m VGZ - me = J Z Fext dt 11/2 en N's ou kgm's
t1

Fig. 2

Remarques : comme dans le cas de la statique, il sera nécessaire de faire I'isolement
du solide pour déterminer les actions extérieures.

Si I'énergie cinétique et le travail sont des grandeurs scalaires, la quantité de mouvement
et I'impulsion I_)sont des grandeurs vectorielles.

Si la résultante = F._ est constante au cours du temps, I’expression se simplifie :

ext

‘ E F:axt dt =X P:axtf dt = ext

31

—t1)=2Fext At"Il/Z ‘

Exemple

Au tennis, un joueur frappe une bale de
60 grammes arrivant a 72 km.h™!, pen-
dant 0,04 seconde, et la renvoie a

y A balle de tenn%\
- - Q%‘#\(\

-
~7\30° e

108 km.h™! suivant un angle a 30". W ™
Le poids de la bale est négligé. 72kmh”
—
Déterminons la force moyenne F exer-
raquette

cée par la raguette et I'impulsion don-

. 234

née a la bale, Fig. 3
) 72 _ 108 _ )
Résolution : V, 1=3¢ = =20 ms';V, = 34 30 m.s

Il/z—f F’dt_?[ dt = ﬁ At =0,04F = m\-mV,

Pro;ectlon sur x : 0, 04 F, = 0,06 V, cos30" + 0,06 V,

dou: F, =69 N

0,06 x 30 cos30” + 0,06 x 20 = 2,76 N.s




10, Wualute ue mouvemenr = CIIOCS

Projection sury : 0,04 F = 0,06 V, sin 30" -0 = 0,06 x 30 x sin 30°= 0,9 N.s
dou: F,=225N ; a=18 e F =726 N.
L,,=F. At=726Xx0,04=29Ns;I,x= 276 Ns; L,y = 09Ns

I - Moment cinétique L et impulsion angulaire H

1. Moment cinétique d'un solide au centre de gravité G

Le solide peut étre assimilé & un | point matériel masse m;
ensemble de point matériedl M de masse '
m,. Le moment cinétiqgue de chague
p0| nt en G est :

G(M) O'G(M) GM Am, V
= [moment en G de m, VM]

T Up=Viron GH

@ur I’ensembli)du soli% :
Lg=05=2GM Am,V,

solide (S) masse m=X m,

Fig. 4

En remplacant V;par sa valeur et en remarquant que Z m, GM =0 (par définition du
centre de gravi-) :
LG—O'G—):GMAm(V +(o/\GM) . . .

=X m, GM/\V +XIm, GMA(a‘)’AGM) 0+Xm,GM A (0 A GM)

Dans I'espace, [J] est une matrice d'inertie (voir chapitre suivant « cinétique dans I'es-
pace »). Dans le cas des mouvements plans (x, y), [J] est le moment d'inertie du solide
par rapport & I’axe (G, z), perpendiculaire au plan du mouvement et @ = @ . z. Pour ce
cas, le moment cinétique en G peut s écrire sous la forme scaaire :

2. Théoreme du moment cinétique (mouvements plans)

Dans le cas d'un mouvement plan et s le moment d'inertie J, est constant, le moment
résultant en G des forces extérieures a un solide isolé s écrit (d’'apres le principe fonda-
mental) :

£ M) = dya= d, € - diLy)

‘a? (JG ) t

Enoncé : le moment résultant au centre de gravité G de toutes les forces extérieures
agissant sur un solide isolé est égal a la dérivée du moment cinétique en G.
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CINETIQUE

3. Impulsion angulaire H, ,

Définition : I'impulsion angulaire H,,, par rapport au centre de gravité G, de 'en-
semble des forces extérieures agissant sur un solide isolé pendant un intervale de temps
[t,, t,] est égdle & la variation du moment cinétique en G.

e [ M) - Lo L - 00

4. Moment cinétique en un point A quelconque

Dans le cas d'un mouvement plan, le moment
cinétique au point A sobtient a partir du
moment cinétique en G par la relation :

Li=Lg+mV; AM =dsw+ mV;. d

Fig.5

b. Solide en rotation autour d’un axe fixe (0)

V;=0.0G=0R; ZMO(ext)—J o
Ly=L;+mV;. R=d;o+mwR?

= s+ mR) o= Jyo

 Ly=dyo

i

H, o j 5 M, (E.) dt = dy (0 - @)
t1 : :

Fig. 6
Exemple

L'engrenage é&ant initillement au repos, on
applique un couple moteur M de 3 Nm a la
roue A. Les frottements sont négligés.

roue A roue B

{
Roue A B

Rayon primitif (r) 80 mm 240

Masse (m) 2 kg 9 kg

Rayon de gyration (r,) 60 mm 200

Fig. 7

Déterminer le temps mis pour atteindre 500 tr.min™ et la force tangentielle F; exercée
entre les deux roues, si celle-ci est supposée constante.

Résolution
Jy=m, r 2 = 2 x 0,062 =0,0072 m?kg
Jg = mp ri=9 x 0,22 = 0,36 m%kg

_500xm a
T I 52,36 rad.s

&
I
£
X
I
1]

4 5236 x ffo 17,45 rad.s!
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18. Quantute de mouvement -

a) Isolons la roue B

B, et B, (action du palier B) passant par B ne

fournissent aucun moment ou aucune impul-

sion angulaire. Seule la force tangentielle F,

fournit une impulsion pendant la durée :

At=1t, - 21a Lg= JBcoB

Hpp = J ; Mg (F, ext) dt = Jg (w5, - @)
::]-F At rg = = Jdg (g, = 0)

F At = B,C:BZ :0’3602317’45 = 2617 N.s

b) Isolons la roue A

L,= dsm, ; A, et A, ne produisent aucune

impulsion ; seules F, et le couple M produisent Mt

une |mpuIS|on

Haiz = -[tl M, (F, ext) = da (@4 = ) N
=M At~F,. At . r, =J, (@, - 0) wA\

3 x At - 26,17 x 0,08 = 0,0072 x 52,36

dou: At=0,82 s

et Ft 206,.8127 Fig. 9

Remarque : Hyy, = 0,375 Nms et Hp,,, = 6,28 Nms

[11- Cas des ensendl es de sol 1 des

Il faut considérer les actions extérieures a |I’ensemble isolé, méme démarche gu'en sta
tique. Les interefforts entre les solides de I’ensemble ne sont pas pris en compte (sont
des efforts intérieurs).

ZF_)=I?+I?+F_)+

T M,F,)= MyF)+ MoFp + ...

l

X plty) = my Varlty) + my Veglt) + . . .
T Pl = my Vgylty) + m, Voglt) + . ..
LG] = Jlel \ LGZ = cha)z B etc. Fig. 10

ZLyt)= Lo+ mVg diy+ (Lgy + MV, doy + . ..

Exemple : reprenons I'’exemple de I’engrenage du paragraphe |1 4. Appliquons le théo-
reme du moment cinétique a I'ensemble des deux roues afin de déterminer le temps At
pour la montée en régime.

237 NN



CINETIQUE

AT

Remarque : lorsque les abres d'une méme transmission tournent & des vitesses différentes,
il est nécessaire de ramener les moments d’inertie de chacun des arbres (1, 2, 3, etc.) a celui
de I'arbre d’entrée a partir de la relation (@, est la vitesse de I’arbre d’ entrée) :

Wz \?
Hgy = MAt=Jy oy, =[JA + o [WA] } Do
7 MRD

2
=3 xAt=dy @y, + Jp 2))52 = 0,0072 x 52,36 + 0,36 x %ﬁg = 2,47

dou: At=247/3=0,82s

IV - Conservation de la quantité de mouvement

Théoréme : pour un solide isolé (ou pour un ensemble), s la somme des impulsions
fournies par les actions extérieures est nulle, il y a conservation de la quantité de mou-
vement et du moment cinétique. Ces grandeurs restent constantes au cours du temps.

e

T o i Lo(t2)= 5 Lo(ti)i T

Exemple 1

-1
wagon A (50 tonnes) 6km_h>

Fig. 11

Dans une gare, un wagon A (50 tonnes, 6 km.h!) percute un wagon B (80 tonnes,
3 km.h!) roulant dans le méme sens. Déterminons la vitesse des deux wagons aprés
impact et attelage automatique, ainsi que les pertes énergétiques engendrées.

Résolution : dans cet exemple, les forces extérieures sur chaque wagon (poids et
actions des rails sur les roues) séquilibrent deux a deux pendant I'intervale de temps
considéré. 1l y a conservation de la quantité de mouvement et s V est la vitesse com-
mune des wagons aprés impact :

Mmyu+mgpV=m, Vy, + mgV

_myVi+mgVp  50000x6 + 80000x3 _ -1
V= ma¥ms = 50000480000 - +15kmh

Pertes énergétiques : E,t) = % m, V,2 + 1, mg Vi# = 97 222 J
Eft)="%(m,+ m,) V2 =86 378 J

. 97222-86378 _
Pourcentage de pertes : 5799 =0,125 (12,5%)




18. Quantité de mouvement - chocs

Exemple 2
Une balle A, de masse
m,, Vvitese V,, percu-
te une boule B, de
masse my, au repos
(V5 = 0). Déterminons _— —— . -
la vitesse V de I'en- N

.. A halle A
semble gprés impact. Fio 12

{my,mg V
boule B - :

Résolution : dés que la bale frappe la boule B, la tendon du fil (T) devient nulle e le
poids de labille n'est plus équilibré par cdle-ci. Cependant, le temps At étant tres court,
I'impulson PAt engendrée par le poids est négligeable devant les autres termes. |l y a
congervation de la quantité de mouvement par approximation.

On peut dors écrire: m, V, = (M, + my) V.

Remarque : S labdle est tirée vers le bas (angle -a), il N’y a plus consarvation de la
quantité de mouvement. S on peut admettre que PAt = O, en revanche, il faut tenir
compte de I'impulsion TAt engendrée par la tenson du fil.

\/ - Notions sur les chocs

Les relaions liées a la quantité de mouvement trouvent une gpplication importante avec
les chocs.

1, Chocs suivant une direction commune

Il 'y a consarvation de la quantité de mouve-
ment avant et aprés choc. Autrement dit : Vo> Vg

mAVA +m3 Va“’ my W’A i" f’,’f*BMB

Vs
'

Au moment du choc, |la zone de contact entre
les deux solides se déforme et emmagasine de

I"énergie qui et enslite redtituée totalement v

ou partielement. : .

Le coefficient de retitution e caractérise cette | |

propriété : zong déformée

_ Vitesse relative de séparation
vitesse relative d' gpproche

v, V>V,

Solide A :e= V-V, en éliminant —
VA -V | Ventre ; VB — VA
e = e
V.-V les deux : vﬂ.d WB S0 13
Solide B:e= B ~ relations g.

V-V,
e=1: le choc est pafatement dastique (pertes=0) ;

e=0: le choc e pafatement plagtique (pertes maximales) ;
O<e< 1:laplupart des chocs varient entre ces deux tendances.
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Remarques

Les chocs sont en général accompagnés de pertes énergétiques qui peuvent étre calcu-
lées a partir de la variation d’énergie cinétique avant et apres choc. Ces pertes se concré-
tisent sous forme d'échange de chaleur localisée a la partie déformée et sous forme
d énergie sonore.

Dans la mesure ou I'équation de conservation comprend deux inconnues (V' et V), la
connaissance de e est nécessaire pour résoudre les exercices.

Exemple

En génie civil, un marteau (1)
de 600 kg est utilisé pour
enfoncer des piliers ou des
pieux (2) dans le sol pour servir
de fondations.

Le marteau part de la position

marteau (1)

hauteur initiale

repos, tombe d'une hauteur de % | ! +
250 m sur un pieu de y bomeea - =
2 000 kg et rebondit sur une L

hauteur de 0,2 m (r = 0,2).

Déterminons la vitesse du mar-
teau avant et apres impact, le
coefficient de redtitution e et
les pertes énergétiques au
moment du choc.

Fig. 14
Résolution

—
a) V, est la vitesse du marteau juste avant impact et V; la vitesse juste apres. Il y a
conservation de I'énergie a la descente ou a la montée, d'ou :

%me=mgh et V=y2gh=V2x9,81x25=7msV;
—;-mV’f=mgr e t U=y2gr=y/2x98I%x0,2=2ms".

b) Il y a conservation de la quantité de mouvement pour I'ensemble pieu plus marteau :
m,Vo+m Vi=m, V, + m V]
2 000x0 +600x 7 = 2 000x V,-600x2 doiV,=2,7m.s™

¢) Coefficient de restitution

LWV _27-(-2) _47
V-% 70 7

=0,67

d) Pertes énergétiques
2

T=m, Y =mgh=600x981x25=14715J

1% V2 2.7°

2
’1;=m17+m27=600x22—+2000x —=8490J
T-T - 0
taux de pertes:: 1,1; 214 711457158.490 - 0,426 (423%




18. Quantite de mouvement -

2. Chocs suivant une direction oblique

Fig. 15

Equations  disponibles
Conservation de la quantité de mouvement :

mA VAn"' mB VBn——-mA V’An"' mB VBnVAth mA V’At ) mB VBt = mB VBt
. L Vg, — Vs,
Coefficient de redtitution : e =—r—~
n n

Exemple

Une bille de 100 grammes est projetée sur
un plan fixe a la vitesse de 10 m.s! suivant
un angle d' incidence de 30”.

S le coefficient de reditution est de 04,

déerminonsV; et a. Fig. 16
Résolution
0-Vi =ViSne . ., . ]
N = Vi = a=0,4 = &1
¢ Vi,.-=0 -10sin30° d'ol = Vi8N 0,4x5=2ms
Conservation : m; Vi, =m,V',, dou V', =V,=10cos30" = 8,66 ms
V= VRV = VB H 7 289ms ;o —arcan| 2] 13

EXERCICES A RESOUDRE

B Au cours d un match de hockey, un
paet de 200 grammes arivant a la vites-
se de 10 m.s™! est frappe par la crosse
d' un joueur pendant 0,05 seconde et
envoyé en sensinverse a20 m.s™ avec
un angle d'incidence de 18"._Déterminer
|' effort F exercé par lacrosse si celui-i
est suppose constant.

palet

10 m.s™
-

Rép

F,==116N;F ==24.7N ;6 =12".
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[ _ Reprendrel’exercice 1 avec une
batte de base-bal de 115 grammes et
une durée d’ impact de 0,02 secondes.

Une automobile de masse
m = 1 500 kg descend une pente de
10 % a 90 km.h! puis freine en urgen-

ce. L'effort de freinage (F), supposé
congtant, et égd a 300 daN.
Déerminer le temps du freinage (At).

Réponse

= 24,41 secondes.

\\

At =

mV
F-mgsina

Fig. 19

Fig. 18

L Un camion de 14 tonnes roulant a
120 km.h! freine brutdement. S on
s place a la limite de I'adhérence et
du glissement entre pneus & <ol
(f = u = 0,5), déterminer le temps de
freinage, jusgqu'a I'arét, s |'effort de
freinage est suppose congtant.

J _Rterminer les actions(F et C) que
doit exercer la man pour mantenir
I'arme S la bdle (30g) reste dans le
canon pendant 0,05 seconde et sort a
600 m.s™1. On suppose I effort de recul
congtant.

R

F=360N;C~-18 Nm.
Fig. 21

d Pendantle tournage d’ une scéne de film d' action, une automobile (2 000 kg) part
d'un quai en A, prend la vitesse, saute en B a partir d’'une rampe inclinée (a = 10°)

alavitesse de 72 km.h™!, se récupére en C sur une barge de 400 tonnes au repos,

puis stoppe entre C et D, Dé&erminer la vitesse de la barge juste gpres I’ arrét du veéhi-

cule en D. On négligera les effets de la résstance de I’ eaw.

Réponse

98 mm.st.

automobile (2 000 ki
B . ( 0)

r )
tremplin  &(— 4/

position
initiale

position
finale
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18. Quantite de mouvement - chocs

Un volant d' inertie de 100 kg et de
rayon de gyration r, = 0,5 m, initide-
ment au repos et soumis au couple
moteur M = 20 (1 - e*) Nm, fonction
du temps t. Dé&erminer la vitesse du
volant apres quatre secondes.

Réponse

@ = 2,65 rad.s..

d Reprendre I'exercice 7 avec un volant de 60 kg, un couple moteur
M =10 (1~ e®5) Nm et 3 secondes.

O un engrenage, initidlement au repos, démarre sous le couple moteur M = 6 Nm
aopliqué alaroue A. Déerminer le temps mis (At) pour que laroue A atteigne la
vitesse de 600 tr.min et la force tangentielle F, exercée entre les deux roues.

Réponse

F, = 46,2N ;At =0,871 s.

roue B

Ve

M | Roues A B

Rayon primitif (1) | 100 250 mm
Masse (m) 3 10 kg
Rayon de gyration (r,) 80 200 mm

Fig. 24

d Reprendre |’ exercice 9. L’ engrenage démarre sous charge avec un couple résis-

tant M, = 100 Nm (constant) exerce sur laroue B. S la durée de démarrage doit étre
de une seconde, déterminer Je couple moteur M nécessaire et lavaleur de I’ effort tan-

gentid F, (M et F, sont supposes constants).

O un tambour d'appareil de levage,
de mase 300 kg, de diametre d'en-
roulement du céble 0,8 m et de rayon
de gyration de 0,5 m effectue le levage
d une charge de 100 kg alavitesse de
120 tr.min.

Deés que le moteur est coupé, le dispo-
gtif fonctionne encore pendant la
durée At avant de Simmobiliser.

Déterminer At.

Fig. 25
Réponse

At = 2.91 secondes.
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CINETIQUE

B 0 /4

| Dans une gare de triage, un wagon
A de 50 tonnes roulant & 7,2 km.h1 per-
cute un wagon B de 70 tonnes roulant a
2,7 km.h! dans le méme sens.

| Déterminer la vitesse commune des deux

wagons aprés impact et attelage automa-
tigue ainsi que les pertes énergétiques.

Fig. 26

72kt 2.7 kmh!

Reyendre I'exercice 12 avec trois wagons

A (5 km.h!, 60 tonnes) ;

B (3 km.h'1, 80 tonnes) et C (3 km.h™!, 60 tonnes) roulant dans le méme sens.

V = 3,6 km.h! ; pertes de 6 %.

Réponse

a Suite a un refus de priorité, un
véhicule B (1 000 kg, 36 km.h™) per-
cute un véhicule A (1 500 kg,
54 km.h™') dans une direction perpen-
diculaire. Déterminer la vitesse e la
direction prises par les deux automo-
biles, aprés choc, s I'on suppose
celles-ci parfaitement encastrées |'une
dans I'autre.

Fig. 27

V, (54 km.h™") ¥
—

automobile A
(1500 kg)

automobile B
(1 000 kg)

U pansun champ de tir, une balle B
(60 grammes, 600 m.s™!) percute une
caisse A remplie de sable (5 kg,
12 m.s™!) passant dans une direction a
30". Déterminer la vitesse et la direc-
tion de I'’ensemble aprés impact.

Réponse

V,=856ms?;V, =1206 ms?!; 6, =546

Vg (600m.s™ )m balie 8

Fig. 28

Déterminer

A Afin de tester la résistance aux
chocs des chaines ou des cébles, on uti-
lise un bloc de 25 kg laché sans vitesse
initiale sur une hauteur de 2 m. On sup-
pose qu'il n'y a pas de rebond.
la force dimpulsion que
doit exercer le céble pour stopper la
charge.

ou chaine

M| Lorsque la poutre AB supporte la
charge P posée au repos, la déforma
tion correspondante est y = v,.
Déterminer y lorsque le bloc P est 1aché
sans vitesse initidle de la hauteur h.
Réponse

y=v+y5+2hy,

déformée/
'—

Fig. 30




IU. Quantite de mouvement- chocs

L Pour des essais balistiques, dont ,
I'objectif est de déterminer la vitesse 7
des balles, on utilise un pendule simple AN
constitué d'une caisse de masse \

M = 25 kg (remplie de sable) suspen- \\ /m
due a une corde fine.

La bale, de masse m = 50 g, est tirée
horizontalement et perpendiculaire-
ment & la caisse initidlement au repos.
S le pendule est incliné de 14" apres
impact, déterminer la vitesse d'arrivée
de la balle et les pertes d'énergie syste-

:2,5”"
-

AG
m&

L=
—
=
>
o
-
-

matiques du dispositif. halle .
Rép (50 9) caisse
v-MLO [T _605mst; 99.8% (25 kg)
Fig. 31
O une charge suspendue a un céble
AB vertical est trandatée a la vitesse
V =1 m.s! par un paan guidé sur un
ral immobile. S le paan stoppe ins
tantanément, déterminer la position
finde de la charge et la valeur de .
I’angle @ entre le céble et la verticae. \\
\
AB=12m| 2
9 \
\
\
\L———ﬂ
B 2o
¢
\w//
Fig. 32 P

| Les balles de tennis sont reetées
lorsque, lachées a hauteur d'épaule
sans vitesse initide, elles ne rebondis-
sent plus suffisamment.

Une balle prise au hasard, lachée de
1,5 m, passe juste le test en rebondis-
sant a1l m.

Déterminer le coefficient de restitution
e et le pourcentage d énergie perdue
pendant I'impact.

Réponse

o= /% =0,816 . 33,3%.
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CINETIQUE

L Pour tester la qualité des hilles de
roulements en acier, on utilise un systé-
me de tri par rebond. Les hilles sont
l&chées, les unes derriéres les autres,
d une hauteur h = 1 m, sansvitesse ini-
tide, sur un plan fixe incdliné de 10”.
S les billes ont un coefficient de reti-
tution e inférieur a 0,7, dles ne fran-
chissent pas la barriére A gpres rebond
et sont rej etées.

Déterminer la postion de la barriere A
(h" e x) de fagon a satisfaire ces exi-
gences.

~N
~
\
N
N
im

Réponse

h=0421m;x=0,377Tm Fig. 34

B Deux boules de billard identiques
(méme masse, ec.), I'une au repos,
I'autre lancée dlavitessede 1 m.s™ se
percutent dans un plan horizonta
comme I'indique la figure.

S le coefficient de retitution e est éga
a 0,6, déerminer les directions des
boules aprés choc et |es pertes énergé- boule A
tiques.

Réponse

Vix =0,475ms;V,y = = 0,231 ;
Vix =0,6; Vv = 0,346 ; 24 %.

Fig. 35

L Reprendre I'exercice 22 avec
e = 0,7 @ la configuration et les
vitesses indiquées par lafigure.

Fig. 36
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CINETIQUE
DANS L’ESPACE

OBJECTIFS

m Déinir dans I'espace les notions de quantité de mouvement, de
moment cinétique, d énergie cinétique et énoncer les théorémes
correspondants.

m  Donner des ééments concernant le calcul des matrices d'inertie.
m  Enoncer le principe fondamental de la dynamique et développer
les principales applications : équations d’Euler, rotation autour
d'un point, rotation d'axe, problemes d'équilibrage et mouvement

gyroscopique.

Les notions développées dans ce chapitre généralisent au domaine de I'espace celles
abordées dans les trois chapitres précédents : principe fondamental, énergétique et
guantité de mouvement. Le chapitre reprend également les connaissances acquises en
statique dans I’espace et cinématique dans |’ espace.

Le passage du plan a I'espace améne un doublement des éguations, des paramétres
nécessaires et des inconnues a déterminer au moment des résolutions d’exerices. De
plus, I'introduction d’'une notion nouvelle, celle de matrice d'inertie, est indispensable.

[ -Syst enea masseconser vati ve

Un systéme matériel E (solide, fluide, etc.) est dit & masse conservative s celle-ci reste
constante au cours du temps. A la fois pour E et pour n’importe quel sous-systéme ou
partie de E :

Remarque : tous les théoremes et relations abordés par la suite supposent des systémes
a masse conservative.

masse de E a t =massede Eé timmassedeE at,

Exemple : une fusée n'est pas un systéme a masse conservative. Au fur et a mesure du
vol sa masse diminue du fait de la combustion du carburant.
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CINETIQUE

IS 2 48

Il - Quantité de mouvement (p)

Z : point matériel

R (repére li¢ au solide 1)

solide 1
Rg(repére de référence) Yo @1

Xo

Fig. 1

Lerepere R (G, X, Y, 2) est lié au solide (1) en mouvement par rapport au repére de réfé-
rence R, (0, xq, ¥, 2o). G est le centre de gravité du solide et @;, sa vitesse angulaire.
m, ou dm est la masse du point matériel M appartenant au solide

m = T m, = | dm = masse du solide

La quantité de mouvement du solide (1) par rapport & R, ou O est :

— —
1317 = ; m; Vo= J’(S) Vurodm

_| dOM . _d[{ Avianl_d _ d0G _ o
_J() - dm_dtU(s)OMdm}_dt[moﬁ]_.m 00 —m o

— —_
En remarquant que Js OM dm = m OG par définition du centre de gravité :

1 - Moment cinetique - Torseur cinétique -
Théoreme

1. Moment cinétique au centre de gravité G
Définition
Le moment cinétique du solide 1 est égal au moment résultant en G de toutes les quan-

e — Framad - 7 - .
tités de mouvement m; Vi, , ou Vy, o dm de I’ensemble des points matériels M consti-
tuant le solide.

_ - o _ —_— —_—
Lo = Ogip0 =2 GM Am Vyy, o = JGM A V0 dm

Fig. 2




19. Cindtique dans |'espace

Relation fondamentale

BN .y = . - .
En remplagant Vi, 0 = V10 + @10 A GM €t en remarquant que | GM dm = 0 (par défi-
nition du centre de gravité), le moment cinétique S exprime par :

Lm/o 0'01/0 =] GM A a’l/o A GM) dm = [Jeﬁﬂh/o]

[Jg] est la matrice d’inertie du solide en G (voir paragraphe 111)

2. Cas d'un solide ayant un point fixe A

S A est un naint fie du sohde dans Ie
repere de reference Ro, aors VAk/o =0.
V = V + a)/\AM a)l/o/\AM

La relation obtenue est anadlogue a celle
du paragraphe 1.

Fig. 3

Luyo = Gairo = J AM A Vi dm = [ AM & (G0 1 AM) dm = 1 lloy)

[J,] est la matrice d’inertie du solide en A (voir paragraphe 111).

3. Moment cinétique au point 0

Le point O peu‘E_c:atre_l’_q)rigig_e_* du repére de référence ou n'importe quel point fie de ce
rq)ére (VOI/O = 0) } OM = OG7 + GM
R A — — s
Oor0=1 OM A Vyyy o dm = [ OM A (Vg 4 + @10 A GM) dm
_— — e N — — — —_— —s —
=fOGAV,;dm +|OG A (wA GM)dm + | GM A Vg, dm + | GM A (@ A GM) dm

—

— — — ,
=0GAmV;+0+0+ 05,

y y iy ey )
Go10 = Ocio + OG Am Vg 0= Loy

Remarque : la relation est une relation de moment de torseur.

Exemple

Un disque plat (1), de masse 1 kg, de
rayon R = 0,15 m, est monté sur un
arbre horizontal d'axe x,, avec une incli-
naison a = 20" par rapport au plan de
rotation.

S @, = 32 rad.s™!, déterminons 07@170)
et I'angle @ entre @, et Og, -
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Résolution
R’ R* - -
Jxx=m—2— ) JSIV=J22=m4 ) JXV_Jyz_Jx_O
2
o mR o | kel
[deloe=| O 0 | ; [®w]y,=|-®sin
. 0
0 mR
4
ig. 5
Sachantque i= cosa10+ sna;oet

j=-sina 10 + cOs a j,, en remplagant i Tet j 7 dans Oc1/00
on obtient |’ écriture du vecteur par rapport aux axes (xy, y,, 2y).

2
4 (0]
Oc10 =

[(2 cos? a + sin? @) Ty + SN crcos o ]

2
- &f’@i (2 cos? 20 + sin? 20) T, + sin 20 cos 20 7]

Cci0 = 0,339?:) + 0,058 ]T(;

_9
O-GXE} 0,3389x32 _0,985 et 9=9,8°

Angle s 1 cos 0= GG = 3130 39 -

Remarques ; en générd o, et (o n’ont _pas la méme direction.
— RN
Cp = O'G+OG/\mVGI/0—O'G+OG/\O [

4. Torseur cinétique

En prenant pour résultante cmethue Iaquantlte de mouvement p o =m VG1 0 € comme
moment le moment cinéique & ou L, I'ensemble des deux grandeurs a les propriétés
d'un torseur appelé torseur cinétique. Notation :

amVa=0+BGamV,

Remarque : letorseur ales mémes propriétés généraes que les autres torseurs (trans-
port, équiprojectivité, etc.).

Danslecasd'un ensemblede solidese =S, +S,+.. . + §

n

ACe0t = {Cs1 /0t + (Csp0l+ 1o + ACsns0l

5. Théoreme de la quantité de mouvement
et du moment cinétique

Le théoréme a dga été abordé dans le chapitre précédent « quantité de mouvement ».
Se reporter a ce chapitre pour des détails et pour les cas ssimples : trandation, rotation
d’ axe e mouvement plan.




19. Cinéique dans ['espace

Enoncé
torseur  cinétique impulsions ~ linéaires torseur  cinétique
initial  (instant ;) et impulsions angulaires final - (instant &)
o A 76z
g1
+ =
‘ig. 6

IV - Matrice ou tenseur d'inertie [d]

1. Définition

— - - - =
AMouGM)=xi+yj+zk
(X, y, 2) sont les coordonnées du point
M dans le repere R (A ou G, X, Y, 2) lié
au solide.
B=07+0,7+ok estlavitesse angu-
lare du solide écrite dans le méme
repére R.
Le calcul des doubles produits vectoriels,

sous le signe somme, des deux formules | GM A (@ A GM) dm et | AM A (& A AM) dm
des paragraphes Il 1 et Il 2 donne :

masse dm

-

L

=
o=
:(waxx_waxy z xz)l +( a)Jy+wayy z yz)]+( xJXZ-wayz-'-wszz)E)

avec :
I = 17+ 27) dm Jy =10+ 25 dm J, = (x2+ v?) dm
=nydm J,=Ixzdm JyZ:Jyzdm
ny — “Yyx sz = J JL’Z = Jzy

Jo dyy € J,, sont les moments d'inertie du solide par rapport aux axes x, y, z et J,, J,,

xy?
et J, sont les produit d'inertie. Les axes étant lies au solide, ces grandeurs sont inva-
riables au cours du temps.

2. Forme matricielle

La forme matricielle est plus facile & manipuler que la forme vectorielle et le moment
cinétique en A ou G s'écrit :
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Régle de calcul : toujours exprimer dans le méme repére, ou la méme base, la
matrice d'inertie [J] et le vecteur en prodiiit avec dle (@;, ou autre).

3. Propriétés de la matrice d'inertie

La matrice est symétrique et les moments d'inertie par rapport aux axes X, Y, z appa
rassent suivant la diagonde. S on change I’ orientation des axes liés au solide, les
moments et produits d' inertie changent égaement.

Pour une méme origine (A, 0, etc), il existe toujours un et un seul systemed' axes X, Y,
Z, appelés axes principaux d inertie, pour lesquels la matrice est diagonde :

(ny - JXZ JYZ - O)

Remarques : les propriétés, les modes de cacul et les cas particuliers liés aux symeé-
tries sont développés dans le chapitre “ moments d'inertie ” en fin d ouvrage.

V- Energie cinétique E, ou T - Théoréme

L’ énergie cinétique a d§ja été abordée dans le chapitre « énergétique». Se reporter a ce
chapitre pour des détails et pour les cas smples : trandation, rotation d' axe e mouve-
ment plan.

1. Définiion 1
L’ énergie cinétique d' un solide (1) en mouvement par rapport au repére de référence (0)

est égale & la somme des énergies cinétiques m U, 42 0u V42 dm de I’ensemble des
points matériels M congtituant le solide,

— 52 ey 2
Ek1/0=7;/0=%§ m; Vo =%L Vire dm

En remplacant m = Vg + @ A GM dans |a définition, on obtient aprés calcul :

Ekl/o=T1/o=%Y"'IV_G—Z)Z'F%C‘T/o)XOZ/—O>
2
=%mvc_1/(>) +%m[c]c}[wl/o]

En remplacant [J;] et [, 0], la relaion devient :

1. 72,1
Eapn=Tn=5m Vs +§

2 o OF + J,, 0 + J,, 0 - 2J, 0.0,- 2J,0,0, - 2], 0,0,




17. Cinelique dans | espace

2. Définition 2

L’énergie cinétique peut aussi étre exprimée par le produit du torseur cinématique {V o}
par le torseur cinétique {C,,} du solide en n'importe quel point | choisi pour le calcul.

Do mY,
2Ep=2Tn={vy}  {Cro} ={ - } ' :/0
. 1 .

f10 O110

p —  — o5 O
en développant : 2 Ei0=2 Tyjo= @10 Gy + M V0. Vinpe

Remarques : s | est confondu avec G, on retrouve la premiére formule. Si [ est confon-
du avec A, point fie du solide dans le repere de référence R,, on obtient :

2Eq0=2T,= O . Oan = @ ldulloy 0l avec A point fie dans R,.

3.Cas d’'un ensemble de solides E = §;+S, +. . . 4§,

Teo=Tsipo+ Tsgro + - + Tgpnpo

4. Theoreme de I'énergie cinétique

Le théoreme est abordé dans le chapitre “énergétique’, se reporter a ce chapitre pour
les détails.

Enoncé : pour un solide isolé, le travail des forces extérieures, pendant un intervalle de
temps [t;, t,], est égad a la variation de I'énergie cinéique durant le méme intervalle.
Autrement dit, la dérivée par rapport au temps de I'énergie cinétique est égale a la puis-
sance des efforts extérieurs.

(Tyoke = (Tyoh = IATIZ = [WE F % ou < -pzk)

5. Exemple

W1 X

|y

>

L

Palier B 0

Fig. 8
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Un vilebrequin (1), de masse 20 kg, de rayon de gyration r, = 0,06 m, tourne a la vites-
se de 5 000 tr.min~!. Dé&erminons son énergie cinétique. Quel travail faut-il fournir pour
passer de 0 & 2 500 tr.min™! et de 2 500 & 5 000 tr.min™! ?

Résolution

a) Le centre de gravité G est situé sur I'axe de rotation et est un point fixe dans le repé-
re de référence (X,, y,,, z,) lié au béi.

%
D = O ,?1 = .1y avVeC @y = “5"9“0—(')—7! =523 6rads™’

30
1 1 o | g O[O
Ek1/0=T1/0=§E’T/3 : m =‘2‘6‘)1/01'0 : _ny Jw 0/-10
0 d.| | O

(x, y) éant plan de symétrie du vilebrequin, J,, = J,, = 0
Ecio=Thw= ';‘ Jix (021/0 = % mrk2 w%/o
- % x 20% 0,067 x 523,62 = 9 8704

b) Utilisons le théoreme de I'énergie cinétique.

2
[ AW(F;X‘H? = [AT1 /oﬁ = —rﬂzﬁ‘— [aﬁinale_wiznitiale}

2 2
entre 0 et 2 500 trmin ': A W = 20x;),06 {[2 Sggxn] —O} =2487J

entre2500et 5000trmin ' : AW’ =9870-2467=7403J

VI - Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental a déa été abordé dans le chapitre de méme nom. Se reporter
a ce chapitre pour les énoncés des 1% et 3¢ lois, le principe de d'Alembert et les cas les
plus simples : trandation rectiligne, rotation plane et mouvement plan.

1. Enoncé - Equations de mouvement

Fig. 9
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Za=ﬁ+7+...+lf=m@=%(m@=%J

—_—

EM; (F,) =MgF) + ... + Mg(F,)

n

x|

1+ .+ M, (dOTG)]
" dt

Equation aternative avec 0, point fixe du repére de référence :

5 _— - — —>
SMF,)=MyF) + ... + MF)+ M, + ... + M = (dﬁ]

dt
ag est I'accéération du centre de gravité G ; F, F,, . . ., F, sont les forces extérieures
agissant sur le olide isolé et My, My, . . ., M, lescouples purs: (d G5 /dt) est la dérivée

par rapport au temps du moment cinétique en G.
. d o ) {dﬁ —
Remarque : S |= ae
q [ dr [JG] dt +3/\ Oc

Cette relation est obtenue avec la formule de dérivation dans deux repéres différents
(voir chapitre « cinématique dans I’ espace ») :

G —>
[ddot-G Jx0V010= [d(iO;G )xyz-'- wTXOVOZO A 6-;) = dgt{[JG:I I:w:l) + ﬁl\ OTG)

2. Cas 1 : solide en translation dans I'espace

Il Ny a pas de rotation du solide,
- = 2 \

W= o, = 0. Les axes du repere %
de référence R, et du repére R lié

—————— — T

au solide sont constamment paral- Ro
Iéles entre eux. Le principe fonda-
mental se réduit & : 7
7/
— — — — , /
LF.=F +F,+...+F =ma, %
: Fig. 10

L' application donne trois équations de projection scalaire.

3. Cas 2 : solide en rotation autour du centre de gravite G

Supposons que les axes (x, y, 2) liés au solide sont aussi axes principaux d’inertie. Le
sy ;. - bud -
moment cinétique en G sécrit: 6g = J, o i+d, @, j+J, o, k

L’équation de moment :
-
=M, (I-:xo=(d "G]=[JG] {@

w —
dt e

donne trois équations de projection scalaire, encore appelées équations d’Euler.
IMg =d o, -(J,-J,) 0o,

. - dwx . da) . da)z
IM;, =d,0,-(J,-J,) o,o R
IMg =d, a,-(J,-Jd,) o
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Remarques : les équations d’Euler peuvent également étre utilisées lorsque le solide a

—

. . _H
un point fixe A (V,, , = 0).
Il suffit de remplacer G par A et [J,] par [J,].

TR ANE LRI EANCN:

Exemple

Une barre 2, de longueur AB = | =
0,6 m, de masse m = 5 kg, est
entrainée en A, pivot d'axe (A, 2),
par un arbre (1) tournant a la vites-

— — A

se My, = O Yo par rapport a un
bati 0. Déterminons la valeur de

lorsque 6 = 30".

Fig. 11
Résolution
w=-0sin i+ wcos 8j=wi+ w,j

Si les dimensions transversales de la barre 2 sont négligées :

J=J=.."_'.p_2

) y=JXV= yzszzzo
3 d, J,

Les équations d’Euler se réduisent a :
£ Me= Mu(P) = L@ (d - J)) 0,0,

=mg(%) sin 6= 0—("’T£2 - ](—w sn ) (o cos6)
m.or{—é-}l-.-sjn 9= éﬁﬁ €.sin Qo A

"ol = 3 3%x9,81 _ .
d’olt w_\/21c059 =\/ 2%06xc0s30° =5,32rads

4. Cas 3 : solide en rotation par rapport a un axe fixe (G, 2)

—_— - . L1 . . . . .,
0,0 — ok ; posons ¢, = a = accélération angulaire du solide ; les axes (X, y, z) liés au
solide ne sont pas principaux d'inertie.

H
L' &quation de moment = M (Fod = (d dctrc] devient :

IMg =-doo,+d, 02=-J,0+d, a?
IMg=-J,0,-J,02=-J,a-J, o
IM,=d, @-=J a

Remarque 1 : dans le cas des mouvements plans (X, y), les solides sont supposés plats.
Il en résulte que J,, = J,, = O et les équations se réduisent & £ Mg, = J,,.00 = Jg.ax.
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Remarque 2 : une des applications de cette éude concerne les conditions d'équilibra-
ge des solides en rotation (voir paragraphe VII).

5. Cas 4 : solide en rotation d'axe (A, 2) par rapport
a un repere intermédiaire (A, x,Y, 2 ou mouvement de toupie

Une application importante de ce
paragraphe concerne les gyro-
scopes et les mouvements gyro-
scopiques (voir paragraphe VIII).
Les axes (X, Y, z) sont axes princi-
paux d'inertie du solide (2). (1)
indique le repere intermédiaire
(A, X, Y, 2) et (0) le repére de réfé-
rence (A, Xo, Yo, 2).

Le solide tourne a la vitesse
-
= w,,, z autour de I'axe z

aT-—)
21 Fig. 12

Wypo= O i+ @,j+ @,k

D=7+ 7+ K

e d rd - -
oh=dJ,oi+d oj+d, 0k

——> > >
O, O, JEN N
d Aj =(d AJ +wxyz/\oTA)=[do-AJ +601/o/\OTA>
dt oo \ dt dt J.

Les équations d’Euler s écrivent sous la forme :
IM,=d,o-J,Q 0,+J,2 0
ZMAV—Ja) -J,Q 0+J 00
IM,=Jd o= JQa)X+J.wa

Remarque : s 1 est solidaire de 2 (w,,; = 0), on retrouve les résultats du paragraphe 3.

VII - Equilibrage des solides en rotation

Les éguations générales du mouvement d'un solide en rotation par rapport a un axe fie
sont indiquées paragraphe VI 4.

1. Définitions

Un solide est équilibre stathuement S son centre de gravité G est sitiié str Paxe de
rotation: ., ¢ oo

Un solide est ethbre dynanuquement & son ‘axe de rofation est axe principal
dinertie du sofide.
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Remarque : § z est axe principa d'inertie J,, = J,, = O, les équations genérales se
reduiset a L Mg, =X Mg, =0et Z Mg, = J, a

L’ équilibrage peut étre obtenu en goutant des masses au solide (exemple : équilibrage
des roues dautomobile) ou en retirant de la matiére par percage (exemple : certains
rotors de moteurs).

arbre  équilibré  statiquement
mais pas dynamiquement

arbre non équilibré

Fig. 13

2, Equilibrage au moyen de deux masses m, et m,

Fig. 14

L’ arbre de centre de gravité G (situé a la distance a de I’axe) et de masse m est équilibré
au moyen des deux masses m; €t m,

a) Equilibrage statique

— —
mQG +m, OG, +m, OG, -0 — SUT X : Ma+ Mm@, cos 01 + My, cos =0 (1)
mi+my+m Uy mya; SN0+ maa, sin 0 =0 2

b) Equilibrage dynamique
L' équilibrage dynamique n’est possible qu’'avec deux masses (une seule ne peut suffire).
Les produits d'inertie de I’ensemble en rotation doivent étre nuls.

J,, (ensemble) = J , (arbre) + mya, sin a, 2, + m,a, sin &, z, = 0 (3)
J,, (ensemble) = J,, (arbre) + m,a; cos a, z, + myd, COS 0, 2, = 0 4

c) Reésolution

On dispose de 4 équations pour 8 inconnues (a,, a,, 2;, 25, &,, O, M,, M,). En pratique,
on se fie 4 inconnues qui deviennent des paramétres. Par exemple, pour I'équilibrage
d’une roue d'automobile, a, = a, = rayon de jante et z, — 2z, = largeur de la jante et on
obtient :

(1) + (4) donne : m,a, cos a, (z; = 2,) = J,, = maz,

(2) + (3) donne : mya, sin a, {2, - z,) = d,,

"o J
d’ot : tan o = —ow—
J.-maz,
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VIII - Etude simplifiée des mouvements
gyroscopiques

De nombreux dispositifs de navigation aérienne utilisent les propriétés des gyroscopes :
compas gyroscopique, indicateur de virage, horizon artificiel, etc.

Pour des véhicules trés divers dans un virage, la rotation des arbres, moteur ou non,
engendre des couples dynamiques résultant du phénoméne gyroscopique qui peuvent
étre & I'origine de perturbations.

1. Principe, couple gyroscopique
Les équations générales du mouvement sont indiquées au paragraphe VI 5.

— X
Az [rotor2isolé] 446 de

précession

z

/

-

\_axe de

rotation
propre

Fig. 15

La vitesse de rotation propre @ du rotor (2) est trés grande comparativement a celle du
mouvement de précession Q de la fourche (1). La combinaison des deux mouvements
(w et Q) du gyroscope engendre | apparition d’un couple dynamique 1\7,;, appelé couple
gyroscopique, perpendiculaire aux axes x et z des deux rotations et ayant pour intensi-
té (approchée) :

M =J,002=d;0Q _1\7;=JG25A§)

Remarque 1 : s on considére le rotor (2) isolé, le couple gyroscopique M, engendré
-—

est équilibré par les actions F et = F exercées par les pdliers de la fourche en A et B

(actions de 1 sur 2).

Remarque 2 : larelaion donnant I'intensité de M—_)g s obtient aisément & partir des for-
mules d’Euler du paragraphe VI 5, avec @ et £ constants, en négligeant les effets dyna
miques dus a la précession (2 petit devant ).
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2. Cas d’un fonctionnement en toupie

solide 1 isolé

rig. 1r
6, Q et @ sont supposés constants, le couple gyroscopique I\Tg’ exercé sur le solide (1) est
perpendiculaire au plan (z,, z), se déplace dans le plan (x,, y,), €t a pour valeur :

—

M, =d, 8rQ M, =Jg, Q@ osin 0

A7 L il z - - - = .
Le couple M, équilibre le couple formé par les deux forces Pet A = - P (A est I'action
exercée par I'appui 0). S P = mg & Jg, = mr,2 avec r, rayon de gyration :

M,=-M,P)=P.AG.sin6=Jg, Qwsin 6.
Il en résulte que:
_Q_mgAG_g'AG
- chw h a)rkz

Remarque : une éude plus détaillée nous donnerait la relation :

M, = Qsin 0 [Jg, (0 + 2 cos 6) - Jg, Q cos 6]

3. Exemple

X
Un moteur éectrique est fixé sur un moteur_ (1) T rotor 2
support (1) animé d un mouvement

de rotation (2 =2 rad.s) daxe x. Le Bl — ——>
rotor (2) du moteur, de masse 20 kg, s
de rayon de gyration 100 mm, tour-
ne a la vitesse de 3 000 tr.min™.

Déerminons les actions exercées par
les pdiers a roulements A et B du
rotor S'ils sont Stués a égde distance
du centre de gravité G de cdui-ci

(GA= B = 0,3 m). Fig. 18
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Résolution 3000n
Couple gyroscopique : M, = Jg, o =20 x0, 1? >4 |x2 =126 Nm.
Le couple formé par les act|ons A et B (A, = B) exerce% par les paliers A et B équi-

libre le couple gyroscopique M, :
M
0=M, +M,A,) + MB) =M, +0-B, x 0,6=0doiA, =B, = 9_2101\1

Equilibre statique : A, = B, = % =98 N

Action totale sur les paliers :
A=A+ A, A=A, +A, = 210 + 98 = 308 N

B=B +B,;:B=B,-B,=98-210=-112N

| Efforts dynamiquesj Efforts statiques Efforts totaux

Fig. 19

EXERCICES A RESOUDRE |

O ure tige mince AB, de longueur | et
de masse m est fiée sur un disque (1)
en rotation a la vitesse @, ,, par rapport
a un béti fixe (0).

Déterminer le moment cinétique de la
tige en 0, I'énergie cinétique e les
actions d encastrement en A.

Fig. 20
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ud Deux masses concentrées m sont fiées
sur un arbre (1) de diameétre négligeable,
tournant a la vitesse ®, .

a) Déterminer le moment cinétigue en A
de I'ensemble arbre plus masses m ains
gue I'énergie cinétique.

b) Déterminer les actions exercées en A et
B par les paliers.

Réponse

G.=moREai,+ 2R :

T=ma? R ;A =-B =228,

Un disque plat, de masse m = 2 kg, de
ragon R = 200 mm, tournant a
1 500 trmin?, est inciné de I'angle
a = 20" par rapport au plan de rotation de
I’arbre.

a) Déerminer le moment cinétique du
disque en G et A, AG = 200 mm.

b) En déduire le moment d encastrement
au point A de I'arbre.

Fig. 22

D Une bare AB, de masse 4 kg, est solidaire d'un arbre OC tournant a la vitesse
de 120 trmin™l. Les dimensions transversales de la barre et de I'arbre sont négli-
geables. AB est supposée dans le plan horizontal (x,, v,,).

Déterminer le moment cinétique en G et |'énergie cinétique de la barre AB.

)
AG=BG=OG=CG=%=1,2m T
2 2
chx-mlfgs o Jg, = 0
2.2
&y =L e Jon =0 o
o oml’sin2a | g mk ///
Gxy 6 Gzz 12 %

Réponse

05 = 10,45 o+ 18,1 o (kg m?s); T = 114 J.

d Reprendre |'exercice 4 et déterminer les actions exercées par les paliers sur
I"arbre en 0 et C (pour la position de la figure).
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a Reprendre les exercices 4 et 5 avec une
plaque triangulaire mince (base 2a, hauteur
a) soudée sur un arbre de dimensions négli-

gesbles
Données :
a=0,3m ; m=10kg
2
W,0=100 rads ! ; = m6a
3 _2md® | J _5md?
Ay T y Azz — 6

2

Jsz = JAyz = O ‘ JAxy == msa

Fig. 24

palier

Un ab re altransmission, tournant a
la vitesse angulaire ¢, comporte une par-
tie cylindrique (rayon r, longueur 2 I,
masse m, centre de gravité G sur |I’axe de
rotation de I'arbre) inclinée de I'angle a
par rapport a |I'axe de rotation de I'en-
semble.

| Déterminer les actions supportées par les
pdiers en A ¢ B.

Réponse

_(maPsin2al(1* _r2| _ _
By-(—zﬁ )(§ EJ- A,

Fig. 25

B un disgue (2), de masse m =5 kg, de
diamétre 600 mm, tourne & la vitesse
@, = = 40 rad.s par rapport a un bras
(1) animé d'un mouvement de rotation
(@, = 8 rad.s™) par rapport au béti (0).
Déterminer le moment cinétique 6;/6 en
A, centre du disgque, ains que |'énergie
cinétique de celui-ci (cas y pardléle avy,).

r=9; i s ~ Réponse
9

Fig. 26
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9] Un gyroscope de grande dimension est
monté sur un navire hépital pour stabiliser
les mouvements de roulis ().

Le mouvement de précession est fourni
par un motoréducteur entrainant le bras (1)
a la vitesse @y, = 0,5 rads™. Le rotor,
de masse 80 000 kg, de rayon de
gyration de 1,5 m, tourne a la vitesse
@y, = 100 rad.s™.

Déterminer le couple gyroscopique engen-

dré. Ce couple soppose-t-il au roulis du
bateau ?

Réponse

M =9 000 kNm ; cui.

%Q’b\\\/f y
e
e

w
(roulis)

>
Wip

rotor

droite (tribord)

a Un arbre de turbine de bateau, masse
2 000 kg, rayon de gyration 0,3 m, tourne
a4 950 tr.min™.

Le bateau avance a 20 nceuds (1 noceud =
1,85 km.h™) puis tourne sur un rayon de

300 m

Déterminer les actions supportées par les

paiers de 'arbre en A et B (AG = 0,8 m
BG =1,2 m).

Réponse

A,=10400N ;B = 9600 N.

Fig. 28

L nunicdicatr de virage d'avion, basé
sur le principe du gyroscope, se compose
d'un disque (2) (de masse 0,15 kg, de
rayon 30 mm, de vitesse de rotation
12 000 tr.min™!), d’'une fourche (1) articu-
Iée (pivot) sur un béti (0) et maintenue en A
et B par deux ressorts identiques de raideur
k= 0,3 N.mm™.

Déterminer |'angle de rotation de la droite

AZ3 s I'avion exécute un virage horizontal
de rayon 600 m a la vitesse de 720 km.h!.

Réponse

a= 169"

Fig. 29




RESISTANCE
DES MATERIAUX
GENERALITES

OBJECTI FS
m  Dé&inir les notions de poutre, defforts intérieurs ou de cohésion, de

sollicitations  smples et composées, de  contraintes.
B Préciser les hypotheses fondamentales de la résistance des matériaux.
W Donner des notions concernant les coefficients de sécurité.

La résistance des matériaux (RDM), outil de I'ingénieur et du technicien, est agée de
300 ans ; Galilée, Hooke, Bernoulli et Coulomb en furent les peres fondateurs.

Le cours proposé concerne |'aspect théorique et les applications usuelles des principes
fondamentaux de la RDM. Les développements portent sur les conditions d'équilibre ou
de résistance, les déformations et les exigences concernant les matériaux.

I - Notion de poutre

Les résultats établis dans la suite de ce cours sont valables, avec une bonne approxima-
tion, pour des solides ayant la forme de poutre.

La ligne moyenne {L_) d'une poutre est le lieu des centres de gravité ou centres de sur-
fae ou barycentres AL G . . ., B des sections droites successives (les trois désigna-
tions sont régulierement utilisées).

Les sections droites sont des sections planes et perpendiculaires a la ligne moyenne de
la poutre.

plan de symétrie
de la poutre

ligne moyenne (L,)

sections droites
(Sget Sg)

L>40ub5D

t
(longueur de la poutre)

Fig. 1
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Conditions : les sections droites doivent rester constantes ou ne varier que progressi-
vement entre A et B. Les brusques variations de sections (trous, épaulements...) amé-
nent des phénoménes de concentrations de contraintes, qui doivent étre étudiés sépa
rément. Les charges supportées sont contenues dans le plan de symétrie.

Remarque : une poutre est un solide long par rapport aux dimensions des sections
droites.

Les équations et résultats établis par la suite donnent des résultats précis si la longueur
(L) de la ligne moyenne est supérieure a 10 fois la plus grande dimension transversae
(D). Ces équations donnent des résultats & 30 % pres, si les proportions sont de |’ordre
de 4 et 5.

Exemples de poutres

plans de symétrie et plans des charges

Fig. 2

Fig. 3

Il - Hypotheses fondamentales

Les formules et propriétés établies dans la suite de ce cours supposent que :

1) Les matériaux sont homogenes et isotropes.

2) Toutes les forces extérieures exercées sur la poutre sont contenues dans le plan de
symétrie (I).

3) Hypothése de Navier Bernoulli : les sections droites, planes et perpendiculaires a la
ligne moyenne, restent planes et perpendiculaires a la ligne moyenne aprés déforma-
tions. Il n'y a pas de gauchissement des sections droites.

4) On se place toujours dans le cas de petites déformations. Autrement dit, les défor-
mations restent faibles comparativement aux dimensions de la poutre.

Définitions

Un corps est homogéne lorsque tous les cristaux ou tous les grains de matiéres sont iden-

tiques : méme constitution, méme structure.

Un solide est isotrope lorsque tous les points de sa structure ont les mémes caractéris-
tiqgues mécaniques dans toutes les directions. Le bois n'est pas un matériau isotrope ; en

effet, il est plus résistant dans le sens des fibres que dans le sens perpendiculaire aux
fibres.
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Remarques
Les métaux peuvent étre supposes homogenes et isotropes, I'expérience montre que

I'écart entre le modéle et la réalité est faible.
Compte tenu des hypotheses 3 et 4, on peut admettre que les forces extérieures conser-
vent une direction fixe avant et apres déformation.

A avant

7 j déformation

|
/2 Z] - aprés
M ~ déformation

cas des petites déformations

e |

0 sections droites

gauchissement
des sections droites 1

H@? ‘sedloﬁﬁﬁﬁ%'“ e

Fig. 4

[l - Efforts interieurs ou efforts de cohesion

Les efforts intérieurs ou de cohésion sont les efforts qui agissent a [lintérieur des poutres
et qui assurent I'équilibre ou la cohésion de la structure sous I'action des charges exte-
rieures exercées.

1. Principe decalcul

Les efforts intérieurs sont calculés avec le principe fondamental de la statigue a partir
des actions extérieures agissant sur la poutre.

A partir d'un plan de coupe imaginaire (section S de barycentre G ), on divise la poutre
en deux trongons fictifs (AG et GB). Chaqgue trongon est en équilibre et I'application du
principe fondamental de la statique, a lI'un ou lautre, permet de faire apparaitre et de
calculer les efforts intérieurs exercés entre les deux troncons, au niveau de la coupure.

Fig. 5
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2. Conventions de signe

L’ action entre les deux troncons est une a action d'encastrement qui se modélise par une
résultante R et un moment résultant M en G. Deux conventions de signe sont alors

possibles :
Convention 1 Convention 2
(somme des efforts a gauche de S) (somme des efforts a droite de S)
— —_ — - —_ —_
Rs; =R, =~ER,, R;=R,,=-R,,
— — — —> —_— —
G~ MGI/Z = MGZ/I Mg = Mgy, = = Mg,y

Remarque : aucune convention n'est ni normaisée ni imposée. Les conventions

varient d’un ouvrage a I’autre, d'un pays a |’autre et d’autres combinaisons de signes sont
e . = —_— — —_

utilisées (Rg = R, , avec Mg = Mg,,,, €tc.).

Quelle que soit la convention retenue on d|spose toujours de deux possibilités pour

déterminer les efforts intérieurs R et M
~ soit en faisant la somme des actions a gauche de la coupure S,

~ soit en faisant la somme des actions a droite de S.

Avec la convention 1 et en appliquant le principe fondamental

c = I_?_;; = somme des forces a gauche de (S) = I-T; + IEZ

ol : ﬁé = = (somme des forces a droite de (S)) = = (I?; + 1-74))

9]

1\75 = Mg/, = MJF;) + MF,) = (moment résultant en G des efforts a gauche de (9))
ol : Mg = - [MJ(Fy) + MJF,)] = - (moment résultant en G des efforts & droite de (S))

Convention 1

Fig. 6

Remarques
= Par commodité, les deux conventions sont aternativement utilisées dans les chapitres

suivants, convention 2 en traction et torsion, convention 1 en flexion, etc.
- Dans le cas des systémes de forces planes, le moment peut étre utilisé avantageuse-
ment sous forme scalaire (ou algébrique).
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3, Composantes des efforts intérieurs

—

R,=N2+T,§+T,2
M =MzZ+M,7+M,7

ligne
x> moyenne

=T + f . effort tranchant, perpendiculaire a la ligne moyenne

— Y
M; : moment ou couple de torsion, porté par la ligne moyenne
—_ —
IW; =M, + M, : moment fléchissant ou moment de flexion, perpendiculaire a la ligne

moyenne.

4. Torseurs des efforts intérieurs ou de cohésion

L'action d'encastrement entre les deux trongons peut aussi étre schématisée par un tor-
seur d'encastrement, appelé torseur des efforts intérieurs ou des efforts de cohésion.

Exemples de notation

= N M; R

R 7 \ = G

(- (B\ L, | =R
G MG G 7; Mfz (x,y,2) G G (x,v,2)

Avec la convention 1 :
T = A plc = = 19,1} = somme des torseurs d'action a gauche de S,

ou .9; = —= somme des torseurs d'action a droite de S.

IV - Sollicitations simples et composees

L’ axe des x coincide avec la ligne moyenne de la poutre et |'axe des y avec la verticale.
Si une seule composante N, T, M; ouM, existe, aors que toutes les autres sont nulles,
on dit que I'on a une sollicitation smple.

S deux composantes au moins sont non nulles, on dit que I'on a une sollicitation
COMpOsEe.
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Composantes .
Cas Exemple Observations
T M M
traction 0 0 0
cisaillement T 0 0 g
E
[
(7]
S
s
=
3
torsion 0 M 0 @
flexion
pure 0 0 M,
flexion 0
simple T, M,
flexion
+ Ty 0 M,
traction
[
@
flexion ‘G
: T 7 M, g
torsion e
]
s
s
]
2
flambage 0 0 M,
T, - » M,
flexion
dévide 0
T, « | ——+ '>Mfy
ig. 8
Remarque : d'autres cas sont possibles : flexion + torsion + traction, flexion déviée

+ traction, traction + cisaillement, torsion + cisaillement, etc.

2
i
%




2. Genedlites

\/ - Notion de contrainte

1. Principe de détermination

/- efforts ou actions sxtérieurs.
exgrcés sur la poutre

.~ principe

. contrainteSen
. tout point
- o

" déformations |

™ caier des charges
- séourité

“des poutres

Fig. 9

Les efforts intérieurs schématisent les actions de cohésion sexercant dans une section
droite de la poutre, mais ne donnent aucune indication en chacun des points de cette
section. Ce sera le rble des contraintes.

En pratique, la détermination préalable des efforts intérieurs est nécessaire pour calcu-
ler les contraintes (voir organigramme proposs).

2. Définitions

\coupure
poutre l \f l

il |

A ==

:
N \ passage
\ a la “limite”

AS—0
trongon 1 trongon 2 ( )

contrainte normale o

o=0c{Mn).T=c(Mn)cos ¢

contrainte tangentielle 1
1= 0(Mn). t= c(Mn)sin o

Fig. 10

271



RESISTANCE DES MATERIAUX

B 272

M est un point quelconque de la coupure (S) dont I’ orientation du plan de coupe peut ne
pas ére perpendiculaire a la ligne moyenne (x).

A : normale & la coupure ou vecteur unitaire (| 77 || = 1) perpendiculaire au plan de la
coupure, n traduit I’orientation de cette derniére.

£ vecteur unitaire (| ]| = 1) appartenant au plan de la coupure et perpendiculaire & 7.
AS : aire de I'dément de surface entourant le point M, AS est trés petit.

A]T/;: action exercée par le trongon 2 sur le trongon 1, limitée a I'éément de surface AS.
Remarque : X Afzn = R, = somme des Af pour toute la coupure.

—_——
Définition : on appelle contrainte o (M, n) en M dans la direction 7 la limite, lorsque
AS tend vers zéro, du rapport entre I'effort Af,,,, et I'aire AS entourant le point M.
Autrement dit :

—
oM, n) = lim, Aﬁm unités : MPa ou N.mm™

Remarques : la contrainte est homogéne a une pression, c'est une sorte de pression
négative de cohésion.

Le passage a la limite (AS tendant vers 0) permet d’ avoir I'effort de cohésion au point
M, plus AS est petit et plus on se rapproche de la defmltlon du point.

Les projections de ¢ (M, n) sur les directions n et donnent la contrainte normale ¢ et

la contrainte tangentielle z.

3. Hypothése de Barré deSaint-Venant

Exemple
AF AF AF
F F
L A L
2t 12
section S L
constante b 4 & % -
£ £
o=3 o=%
Y Y
A
\wM Y ¥ G mini
o’ .
max YYVYYYY YYVYVYYY
cas de contraintes ¢ identiques
Fig. 11

Hypotheése : les contraintes (o) ou les déformations (g€) engendrées en un point suffi-
samment éloigné de la zone d application des charges seront identiques avec des charges
différentes, ayant méme résultante ou étant statiquement equivalentes (torseurs diffé-
rents ayant mémes ééments de réduction).




20. Généralités

VI - Notions sur les coefficients de securité

Pour gu'une structure (machine, véhicule, avion, bateau, immeuble.. .) puisse supporter
en toute sécurité les charges qui normalement la sollicitent, il suffit qu'elle puisse résis-
ter a des charges plus élevées. La capacité a supporter ces charges constitue la résis-
tance de la structure. Le coefficient de sécurité s est :

Le choix de la valeur de s dépend de la connaissance (ou non) des phénoménes agissant
sur la structure : surcharges éventuelles ; chocs ; type et degré de précision des charges
(statiques, dynamiques, répétées.. .) ; phénoménes de fatigue ; concentrations de
contraintes ; connaissance et variations des propriétés du matériau ; quaité de la fabri-
cation ; effets de I’environnement ; mode de rupture (progressive ou brutale) ; consé
guences d’une rupture sur I’environnement (dégats matériels, humains.. .).

Le choix définitif du coefficient de sécurité est généradement effectué par un groupe de
spécialistes. Ce groupe établit, s nécessaire, une codification, une législation ou une nor-
malisation destinée a I'usage des utilisateurs.

Un coefficient de sécurité trop faible augmente exagérément les risques de rupture. Un
coefficient de sécurité trop élevé peut auss avoir des effets néfastes (augmentation du
poids, du prix de revient...). s varie le plus souvent entre 1 et 10.

Définitions
Pour un grand nombre de structure, la sécurité est obtenue si, sous charge, les
déformations du matériau restent élastiques (non plastiques). Ceci est réalisé lorsque les

contraintes en n'importe quel point de la structure restent inférieures a la limite éastique
R, (ou R,y,) du matériau. s est alors défini par :

F&U

limite élastique du matériau

= R, ~ contrainte tolérée dans la structure (résistance pratique)

Pour des matériaux fragiles (béton, . . .), pour le bois et d’autres, il est souvent préférable
d'utiliser la résistance a la rupture R, du matériau plutét que la limite éastique R,
difficile ou impossible a obtenir. s est aors défini par :

s= R, limite a la rupture du matériau
~R, "~ contrainte tolérée dans la structure

La valeur de s est plus grande dans ce cas.
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Une autre méthode, également souvent utilisée, consiste a appliquer un coefficient de sécu-
rité aux charges plutdét quaux contraintes. s devient un facteur de charge et est
défini par :

_ R4, _ charge maximale admissible par la structure
B ~ charge habitudle en service normale

=

usu

Dans certaines industries (aviation. ..), on parle plutét de marge de sécurité rn que de

coefficient de sécurité s, m est défini par :

m = marge de sécurité = s - 1

Valeurs indicatives

Charges Contraintes Comportement b .
s exercées dans la du matériau Observations
sur la structure structure
réguliéres connues testé et connu fonctionnement
l<s<2 et connues constant
sans a-coups
réguliéres assez bien testé et connu _
2<s<3 g &z bien connues moyennement fonctionnement
connues usuel
. vec légers ch
moyennement moyennement non testé avec legers chocs
3 4 connues connues et surcharges
<s$< i
modér
mal connues mal connues connu odérées
ou incertaines ou incertaines

Les valeurs indiquées devront étre corrigées en hausse si les matériaux sont fragiles, en
cas de chocs, de fonctionnement incertain ou Sl y a menace sur I’environnement ou
sur la sécurité des personnes et des hiens.




£Y. Generalites

EXERCICES A RESOUDRE

d une poutre sur deux appuis A et 5
supporte une charge concentrée F F
(300 daN) en C. &) Déerminer les 300 daN |
actions exercées par les appuis.
b) Déterminer les efforts intérieurs
dans la poutre en E e G. a=2m | m !

Réponse F
100 daN; B, = 200 ; A, = B, = 0; 300daN‘

y C

A =
Ne=0;T,=100;Me=-1500Nm; N;=0; E C
Ts = = 200 ;Mg == 1000 Nm.
(convention 1) -l m
2] Reprendre I’exercice laveca=4met F = 400 daN.
3 ' i y - .
Bl Revendrie I'exercice 1 avec la A F (300 daN) 7 (200 daN)

poutre proposée et deux chargg§
concentrées F;~ (300 daN) et F,

(ZOO daN) agissant en C et D.

Réponse
A= 50daN; B, = 450 ; N: = 0;
Tp=-250;M;=1500Nm;N;=0;
T = 200 ; My; = 2 000 Nm.
(convention 1)
Fig. 13

H| _ Repadelexedel3aec F;, = F, = 300 daN.

Une canalisation est encastrée en 0
dans un mur et se compose de deux
tuyaux OA et AB reliés entre eux par un

coude. Les actions supportées a l'extré-,
mité B sont schématisées par la force F
varticale2d daN (F =~ 20 k) e par le
couple M, de 20 Nm (M, = - 20 J).

a) Déterminer les actions exercées par
I’encastrement en O.

b) Déterminer les efforts intérieurs dans
les sections droites passant par G et A.
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| Une barre cintrée est so_q}mise _a)
deux forces égales et opposées Fet = F
(800 daN). Déterminer les efforts intée-
rieurs dans la section droite passant par
G. d =100 et a = 200 mm.

Réponse
N=800daN;T=0;M;=0;

M, =0 ;M,=~800 Nm.

(convention 1)

Fig. 15

Ré&enrendre I'exercice6avec @ = 150 : d 200 et F=1000 daN.

Q Un panneau de signalisation sup-
porte une charge F de 100 daN en B
résultant de I'action du vent. Le pan-
neau est encastré (scellé) en 0 dans un
trottoir. Les poids sont négligés.
a) Déterminer les actions exercées par __—F
I”encastrement 0. b)_Déterminer les 100 daN
efforts intérieurs dans la section droite

du poteau passant par G.

Réponse

%=O;Oy50;023—100daN;

M, =1000 i+ 3000 j (Nm);

N;=0;T,=0;
T,=100;M;=1000Nm; M, =1000;M,=0

(convention 1).

3m

Fig. 16

= -
1 _ Renrendrel'exercice 8 avec F =50 j~)+ 80 k.
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TRACTION

OBJECTIFS
B Déinr I'dfot nomd N, la contrante normde o, les alongements
AL etg,

B Déuire I'essa de traction € indiquer la loi de Hooke

B Trater les cas paticulirs : concentration de contrainte, contraintes
d’origine thermique, systémes hyperstatiques et contrainte dans une
section  indlinée.

1 - Definition - Exemple

Une poutre droite est sollicitée en traction chague fois que les actions aux extrémités
(A et B) se réduisent a deux forces égales et opposées (F et — F) de direction la ligne
moyenne (L, ) .

Fig. 1

Exemple
a 24d 2 000 daN
Dipp
6200 daN
B By
6 200 daN
ig. 2
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La potence a tirant proposée est utilisée en manutention pour lever et déplacer des

charges. Elle se compose d'un paan 4, d une poutre-rail 3, d'un flt pivotant 1 et du

tirant 2 (voir description compléte chapitre « Satique plane - exercice 8 »).

Le tirant 2 et soumis a une llicitation de traction : il est soumis a I'action de deux
forceﬁﬁlz et B_; égaes et opposées, direction BD, intensté maximale 6 200 daN (cas
ou le pdan 4 est al’ extréme droite).

Le tirant et cylindrique, de diamétre d inconnu, de longueur 2,8 m, et ext rédisé en
acier (résgtance alaruptureR, = 500 MPa, limite dagtiqueR, = 300 MPa). Le diametre
d sera déterminé dans les paragraphes suivants.

|1 - Effort normal N

Pour |a poutre du paragraphe 1, faisons une coupure fictive (section droite S Stuée a x
de A) entre les deux extrémités A et B pour faire apparaitre les efforts intérieurs dans la
poutre. Utilisons la convention 2 (voir chapitre « résistance des matériaux-généraités »).
La coupure S divise la poutre en deux troncons AG et GB. Qudle que soit la position
de la coupure (ou de lavaeur de x), chagque troncon est soumis a deux forces égaes et
OppPOSées.

i f. F
-} _ _ _ 3 _ i
' i6 :
X 5™ coupurefictive o AF
F T —>
< ) -6
T o] n
A G _»_ »
- ;
4—6_' - - - - -
Fig. 3
En effet, si on isole le trongon AG, la résultante des actions Afj, Afy, . . ., &f, exercées en

chague point de la coupure par le trongon GB se réduit au seul effort norma Nen G
(centre de gravité ou barycentre de la coupure S), td que::

N=2F, + Af,+ ... + Af, = F (direction AGB)
N=F (quel que soit )

X N N =By = D;pp= 6 200 daN

6 200 daN &

Fig. 4




21 lraction

|11-Contralntenormleo

Divisons la coupure S précédente en N petites surfaces élémentaires. AS,, AS,, . . ., AS,
telleque AS=AS, + AS, +...+AS,.
Al 4 . —_— — — .
Chaque élément de surface (AS) supporte un effort de traction Af,, Af,, . . ., Af, parallé-
le & la ligne moyenne AB.
o=N
» S
contrainte >
normale M, >
uniforme >
|y, [
M, —
Fig. 5
dM,,M,,.... M, sont les centres des petites surfaces AS, en chaque point, la contrain-

te gest définie comme la limite du rapport Af sur AS lorsque AS tend vers zéro (devient
trés petit).

O, = lim (A—fl) i Op= lim (A‘fz) ;e O = lim (Aﬁ')

as1-0\ AS, 25,0\ AS,

Contrainte normale uniforme : dans le cas général et sauf cas particuliers de
concentrations de contrainte (voir paragraphe VII), on admettra que toutes les
contraintes précédentes sont identiques.
0=0,=0,=...=0,
On dit qu'il y a répartition uniforme des contraintes dans la coupure ou section droi-
te S. Il en résulte que :
o : contrainte normale en MPa ou N.mm™
o= N : effort normal en N

S S : aire de la section droite en mm?

Exemple : reprenons |I'exemple du tirant en supposant d = 20 mm.

§=120 _aiamm? =197 N. mm2 =197 MPa
-2t -

_N_6200_ 9 o=-N_AN
O=5="50z =19,7daN. mm ST d?

YYVYYVYYY

6200 daN

Fig. 6
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IV - Etude des constructions -
Conditions de résistance

Pour des questions de sécurité liées a I'usage de I'appareil, la contrainte ¢ précédente
doit rester inférieure a une contrainte limite admissible, appelée résistance pratique a
I'extension R,,. Il en sera ainsi pour toutes les constructions de ce type.

La résistance pratique R, est fixée par des normes ou par le constructeur. Dans le cas

général, R, est définie a partir de la limite dastique R, du matériau. R, est une donnée
(voir de traction).

s est le coefficient de sécurité adopté pour la construc-
tion de I'appareil. Sauf pour les cas ou la rupture est
recherchée, le coefficient de sécurité est choisi de facon
a ce qu'en cours de fonctionnement normal, les
contraintes normales maximales ne dépassent pas la
limite éagtique R, du matériau.

Remarque : dans certains cas (matériaux fragiles, etc.), on préfere utiliser la résistance a
la rupture R, du matériau, a la place de R,, pour définir s (voir chapitre « résistance des
matériaux - généralités »).

Exemple : reprenons |'exemple du tirant ; S on impose une contrainte admissible de
100 MPa, déterminons le diamétre d minimal pour la construction de celui-ci et les coef-
ficients de sécurité adoptés. Rappel : N = 62 000 N.

_ N _62000 v 62000x4 o 52
a) .= S = (ndz) <100 dou =00n <d
4
aprés caleul : d = 28,1 mm.
Le constructeur de I’ appareil devra choisir, dans les catalogues de fournisseurs, un rond de
diamétre aussi proche que possible de 28,1 mm, tout en restant supérieur a cette valeur.

b) Coefficients de sécurité adoptés
L’acier employé a pour caractéristiques : R, = 300 MPa ; R, = 500 MPa

— Re ¥ R_" quQ - . * Rr _ 500 —
Rpe=s 0 U 2p 7700 ' *=R, 100 >
7/ "
V - Deformations
1. Allongements S m
%{ - .- - _L_B
L, = longueur initide de la poutre i A S' - ’
L = longueur finde de la poutre P 2 i () 7
AL = allongement total de la poutre <:—A—— - - -5
X, = longueur initidle du trongon —x .,
X = longueur finale du trongon >
AX = alongement du trongon ig. 7




2 1. Traction

L’ expérimentation montre que les alongements sont proportionnels aux longueurs ini-
tides. L'alongement relatif ¢ traduit cette propriété :

Remarques : € caractérise I'allongement d'une poutre de longueur 1 (égale a I’unité).
€ ne doit pas étre confondu avec A % (voir paragraphe VI).

Exemple : sous charge, le tirant des exemples précédents salonge de 4 mm.
Déterminons € et I'alongement d’'un trongon de longueur 1 m.

2800 mm 4

2 804 mm

Y

Fig. 8
-4 _ 1 _
£=3800 700 000143
g.—.%:0,00l‘B d’ol AX =0,00143x1000=1,43mm

X =1001,43m

2. Contraction latérale » Coefficient de Poisson v

Le coefficient de Poisson caractérise le rapport entre la contraction latérale ¢, et I'dlon-
gement relatif de la poutre g .

gl“‘l poutre avant déformation
____________ - _ ~
! .
-F 8, E
B
| - — pu — —_ —_ —
¥
. _ad, AL
3| . l ¥ 0 T L
l |
Ly ‘ AL ‘ vo- b deformatu?n Iatgrale
-l > & déformation axiale

ig. 9
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VI - Relation entre contraintes et deformations -
Loi de Hooke

1. Loi de Hooke

Pour un grand nombre de matériaux (métaux, etc.), I'essai de traction (voir para-
graphe 2) montre qu'il existe une zone éastique pour laquelle I’effort Fl de traction est
proportionnel a I'alongement AL] Autrement dit, le rapport F/AL] est constant, analo-

gie avec un ressort (F = kx).

(Jette propriété est énoncée par la loi de Hooke !

o

I
En déformation éastique, la contrainte normale ¢ est proportionnelle & I'alongement
relatif &l
¢ : contrainte normale MP4d ou N.mm
o=Ee € : dlongement relatif (sans unité)
: E : module d'dadticité longitudinde MPa
Remarques : E est une constante,

caractéristiqgue du matériau.

La loi de Hooke est a la résistance des
matériaux ce que laloi d'Ohml est al’'éec-
tricité.

Exemple

Reprenons I'exemple du tirant

d = 28 mm, o= 100 MP4

E =200 GPa|L =2,8 m

Déterminons |'allongement ALl du tirant

g D

o
E
__100

~ 200000
=0,0005

AL=¢Ll
=0,0005x 2 800
=14 mm

2. Essai de traction

exemples des valeurs de E

aciers 17 000 & 28 000 daN.mm
600 aciers de construction
gl cuivre 12 600 daN.mm
titane 10 500 daN.mm-3
g Dbronze 10 000 & 12 000 daN.mm2
d fonte 10 000 daN.mm2
laiton 9 200 daN.mm4
zinc 8 000 daN.mm4
alliage d’aluminium 7 000 & 7 500 daN.mm-4
verre 7.000 & 7 500 daN.mm2
magnésium 4 500 daN.mm™2

étain 4 000 daN.mm2

béton 2 000 da.mm2

bois 1 000 & 3 000 daN.mm™
i cuir 25 daN.mm2

| caoutchouc 0,75 daN.mm™

| élastomére 0,3 daN.mm2

Fig. 10

(« plate ») des forces croissantes, qui vont la déformer progressivement puis la rompre.



a) Machine d'essai, éprouvette et caractéristiques définies

21. 'Traction

H e E au repos 5
table mobile

colonnes de guidage section initiale

en charge
-F

vérin de f
chargement |

moteur et systéme

bti fixe de contréle

't

de la mise en charge ;
Fig. 11 F1g. 12

Caractéristiques fondamentales définies par I'essai de traction

Limite élastique R, et  Résistance a la rupture R.
L’ alongement pour cent A% : A% = 100%
L] = longueur ultime entre reperes aprésoruptuch
LJ = longueur initide
Coefficient de siriction Z % : Z % = 100 %ﬂ
S, = section ultime aprés rupture,
S, = section initide de la partie cdibrée de I'éprounette
Module d' éadticité longitudinade E
Coefficient del Poisson v

b) Courbes contraintes - déformations

matériaux ductiles ou malléables »
T < o
- 5 i
Bl - o rC = e \__ —_—
; courbe usuelle
3 l . .
=% r strictiop
Re
droite 0A |: '
o=Ee
E=tano’ I: _
0 ] .- cassure
i ’}, parfaitement z0ne “z0ne ]
' : _ plastique d'écrouissage de striction
z0ne < =4
élastique | zone de déformations plastiques N

Fig. 13
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Les courbes obtenues par varient d'un matériau a I'autre. Cependant, un grand
nombre de matériaux (métaux, etc.) se comportent comme les graphes des figures 13 et
14, avec une zone de déformation éastique (OA) et une zone de déformation plastique.

Zone élastique QA : dans cette zone, |’ éprouvette se comporte éastiquement comme
un ressort et revient toujours a sa longueur initiadle dés que la charge est relachée. Le
point A, auquel correspond la limite éastique R,, marque la fin de la zone. La propor-
tiondité entre contrainte o et alongement £ est traduit par la loi de Hooke (voir para-
graphe 1). E = tan @ caractérise la pente de la droite OA et ¢ = Eg son équation.

Zone de déformation plastique AE : dans le cas des matériaux ductiles, on distingue
trois zones BC, CD et DE (ductilité : aptitude a se déformer plastiquement).

Dans la zone BC, parfaitement plastique, la contrainte reste constante et I’allongement
se poursuit jusqu'en C. Entre C et D, zone d' écrouissage, le matériau subit un change-
ment de structure qui accroit sa résistance. Le point D, auquel correspond la résistance
alarupture R, marque la fin de la zone.

Entre D et E, I'éorouvette subit une striction amenant une diminution de la section avec
étranglement. La rupture se produit en E.

Remarque : dans le cas des matériaux fra L\ o r——
. . . . T R - T materiaux-iragiles
giles (fig. 14), il 'y a ni zone parfatement | P £ 2

. - . R A’
plasique BC, ni zone de dtriction DE. De [‘¢02-———— /
plus, pour ces matériaux, A % et Z % sont Re |- 7/

; /
beaucoup plus petits. f cassure
La courbe de traction vraie (fig. 13) 0, A, B, /7 paralléles
C, E’ prend en compte la section réelle S de 04/ »c
L < £=0,002 (ou A% = 0,2

I’ éprouvette, a la place de la section initide S, > ( )

pour la courbe usuelle. Fig. 14

Dans certains cas, lorsque R, est difficile a définir, on utilise R, , pour le remplacer.
Lorsque 6 = R ,, I'éprouvette sest alongée de 0,2 % (fig. 14).

VIl - Phénonene de concentration de contrainte

Lorsque les poutres étudiées présentent de brusques variations de sections (trous,
gorges, épaulements.. .), les formules précédentes (6 = N / S) ne sont plus applicables.
Au voisinage du changement de section, la répartition des contraintes n'est plus unifor-
me (ou constante) et présente un minimum et un maximum (g, ). Le maximum est
atteint pour les points situés a proximité des variations. On dit qu'il y a concentration de
contraintes en ces points. La valeur est :

K, est appelé le coefficient de concentration de contrainte. K, dépend de la forme de la
section et du type de la variation (voir tableaux suivants).

Exemple : Déterminons ¢ prés de I’épaulement, au niveau de la section S, pour la
piece proposée.



Résolution

Ay
@30

I
@20

F
— ————
3141 daN

3F B141 4 1_ 5
0 = 3141 10 daN.mm

S w.10°
D_30_15 La valeur de K, est
d~- 207 = déterminée avec le
r _5-025 graphe indiqué.
d 20 K =15

La contrainte est maximae a la péiphérie
de S, pour toute la circonférence de 0 20
et a pour vaeur :

0,.:= K . o,=1510 =15 daN.mm2

2 1. Traction

@ CoS avec contraintes uniformes

caneehirbtions diss contraintes
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Fig. 18

Fig. 19
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V111 - Contraintes et deformations
d’origine thermique

Un changement de température engendre une modification des dimensions des poutres.
S la température augmente, la poutre en générd s dlonge (dilatation) et inversement
(contraction). Le plus souvent, les dilatations ou contractions varient linéairement avec
la température et suivent laloi :

AL : dlongement de la poutre (m)

AL 0 LA‘T L : longueur de la poutre (m)

‘ = AT : accroissement de température (K, °C)

o, - coeffident de dilatation lindique (°C-1, K)

Exemple : une barre en cuivre de 1 m, a 20 °C, et chauffée jusgqu'a 200 “C.
Déerminons sa longueur finde.

AL = (16,6 x 10-%) x 1000 x (200 - 20) = 3 mm

L = 1000 + 3 = 1003 mm

Exemples de valeurs de «, ( 10¢ mm.°C)

Aluminium 25,0 Acier inox 17,3 Polyéthyléne

Magnésium 23,0 Invar (Fe + 36 % Ni) 1,5 avec 33 % fibres de verre 48,0
Cuivre 16,0 Fontes (FGL) 120 Polystyréne 70,0
Fer 120 Laiton 18,9 | AlO, 6,7
Nickel 130 Epoxyde 55,0 ZrQ, dsabilisé 10,6
Plomb 29,0 Nylon 6-6 80,0 | SiC 4,3
Silicium 3,0 Nylon 6-6 avec Si;N, 33

Tungsténe 45 33 % fibres de verre 20,0 | Granite 8,7

Zinc 30,0 Grés 17,1

Acier 120 Polyéthylene 100,0 Vere 9,0




21.  Traction

IX - Systemes hyperstatiques

Le plus souvent, les actions aux appuis et les efforts intérieurs sont déterminés a partir
de I'application du principe fondamental de la statique. Cependant, dans un certain
nombre de cas, la statique seule ne suffit pas car le nombre des inconnues est trop élevé.
Les problémes sont dits hyperstatiques ou statiquement indéterminés.

Les résolutions sont possibles grace a des équations supplémentaires écrites a partir des
déformations du dispositif.

Exemple
Une barre est fixée en A e B sur un Fa
support rigide (bati) supposé indéfor- bt fixe 2

ba fxo AL A

mable (L = constante).

La barre supporte en C une charge
verticale F.

Déterminons les actions exercées par
les appuis en A (F,) et en B (Fp).

-

barre

Résolution

\ B

7.
Le principe fondamental de la statique ;Fs
donne une seule équation :

§§~o'n BOE
b a
L
Py

Fig. 22

Fa+F=F (1)

On ne dispose que d'une équation pour deux inconnues F, et Fg, le systeme est dit
hyperstatique d'ordre 1.

Ecrivons une équation supplémentaire & partir des déformations en remarquant que I’al-
longement total de la poutre est nul.

ALyp= AL, + AL =0

AL, est I'alongement (positif) du troncon AC et ALz le raccourcissement (négatif) du
troncon CB.

0=F/S=Ee=E(AL/L) donne AL=(FL/ES)
AL, + AL, = EA'LAC_E%-LCR_E.Q_}%.b=O

dou:F,.a-Fz.b=0 (2

ES ES ES ES

La combinaison des équations (1) et (2) donne :

_Fb _ _Fa
F_a+b et H3_a+b

X - Contraintes dans une section inclinee

Déterminons les contraintes exercées dans une section inclinée de I'angle a, 7 est la nor-
b . .
male a la coupure et t appartient au plan de cdle-ci.
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efforts n
n intérieurs W N, v
— X Pad — . _E\/w\\
L e LR y a5
[ S
A G N\ B G s /// RG=F
coupure oblique / . 7 g
contraintes » o
- > Op
<F [N
- - \;jj_ X
Fig. 23

—

f—
L’ équilibre statique du trongon AG montre que les efforts intérieurs se réduisent a R;= F
. . ., . =y .
en G barycentre de la section inclinée. En projetant R; sur n et ¢, on obtient I’ effort nor-
mal N, et I'effort tranchant T, dans la coupure :

N,=Rscosa=FcosaetT,=R;sna=Fsna

S a=0

L

\
&

y

Fig. 24

Les contraintes 6';’ dans la section sont identiques en tout point et paralléles a I’axe (x)
de la poutre. En projetant &, sur n et t, on obtient la contrainte normale & la coupure
o, €t tangentidlle 7,. En remarquant que S, = S cosa (S, = aire de la section droite et
S = aire de la section inclinée) et que o, = F/S, :

N, N
o‘a=__a.=_acos a=£C052a= O.()COSZa 2
53, S, o, = 0, COs*
T . . T, = O, Sin o Cos &
7, =-2=Fsinacos&_ 5 < geosa
=8 So

0, est maximale pour @ = 0 (0, masi = Ov)
et 7, est maximale pour a = 45" (7, .. = /5 Gp).
Remarques : lorsgue les matériaux ont une résistance au cisaillement plus faible, la rup-

ture par traction ou compression se produit dans un plan incliné a 45°, plan ou les
contraintes de cisaillement 7, sont maximales.

En revanche, s la résistance en traction est proportionnellement plus fable, la rupture
a lieu dans une section droite (a = 0).

i ; e
‘ ! cassures types
— SN

Fig. 25

N 2cs ;



21. Traction

EXERCICES A RESOUDRE

J Le tdleau ci-dessous récapitule les résultats d'un essai de traction effectué sur
une éprouvette en acier a haute teneur en carbone traité thermiquement. F et la
charge sur I'éprouvette et AL son allongement :

F&N) O 51,8 72 93,2 109 1416 1496 161 170
AL {mm) O 0,0255 0,035 0,046 0,0535 0,076 0,101 0,152 0,203
F kN) 1772 186,8 197,6 2144 227 235 242 246,6 rupture
AL {(mm) 0,254 0,355 0,508 0,762 1,016 1,270 1,524 1,780

Le diamétre initial de I’éprouvette et de 17,68 mm, le diamétre ultime de 16,41 mm,
la longueur testée de 25 mm et la longueur ultime 26,75 mm.

a) Tracer le graphe contrainte ¢ - déformation e.

b) En déduire R,, R,, E, A % et Z %.

Réponse

R, = 1000 N.omm? ; R, =570 Nmm? ; E = 200 GPa; A %= 7,2 % = 13,85

d Reprendre I'exercice 1 avec une éprouvette en aliage d’auminium . diameétre ini-
tiad 17,82 mm ; diamétre ultime 15,93 mm ; longueur testée 250 mm ; longueur ulti-
me 316,5 mm et résultats d essai :

FkN) O 1494 18,06 234 2846 31,68 34,16 3506 37,36
AL (mm) 0 0,2 025 050 100 15 205 25 380
F(kN) 3844 42,08 4528 4990 56,04 5872 6086 63,08 6512
AL (mm)3,80 7,60 10,15 15,25 30,50 40,65 50,80 60,95 69,60

Reprendre I'exercice 1 avec une éprouvette en aliage de magnésium ; diamétre
initil 12 mm ; diamétre ultime 11,74 mm ; longueur initidle 30,000 mm : longueur
ultime 32,61 mm et résultats d'essai (L = longueur de I’éprouvette) :

FkN) 0 5 10 15 20 25 26,5 27 265 25
L (mm) 30,000 30,030 30,059 30,089 30,15 30,51 30,90 31,50 32,10 32,79

B Deux troncons (1) et (2) en matiére plastique sont collés comme I'indique la figure.
La résistance a la rupture par traction de la colle est de 235 da N.cm™ pour des tem-
pératures variant de - 60 °C a 120 “C. S la section collée est rectangulaire
(50 x 70 mm), déterminer |’effort de traction admissible par le joint collé.

Réponse

8 225daN.
1 colle 2 - | -
I
e A N 71 -
< - » s
Y
I
Fig. 26
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Reprendre |'exercice 4 avec la sec- Q Une chaine se compose d'une suite
tion circulaire creuse proposée. de maillons soudés les uns derriére les

autres. La limite a la rupture de I'acier
utilisé est de 63 daN.mm2. Déterminer
la force d’'extension maximale F que
peut supporter la chaine si le coefficient
de sécurité adopté est de 5.

Ré

P

&

=7917daN.

100

Fig. 27

Une poutre tubulaire (diamétre extérieur 400 mm, épaisseur €) en acier (limite a
la rupture R, = 380 MPa ; limite élastique R, = 240 MPa), appartenant a la charpente
métallique du Centre Pompidou & Paris, supporte un effort de traction de 400 kN. Le
coefficient de sécurité adopté, par rapport a R,, est égal a 6. a) Déterminer |'épais-
seur e minimale admissible pour la construction. b) La longueur de la partie tubulaire
de la poutre est de 3,5 m :_déterminer son alongement s E = 200 GPa.

) A l
Fig. 29

D Lefer H, repéré 1 sur la figure, sup-
port un effort de compression de 50 000 daN
50 000 daN. Le fer est soudé sur un plat

carré en acier de coté b repéré 2. e -
L’ensemble repose sur un support circu-
laire 3 en béon de diamétre d posé a
méme le sol. a) Calculer la section du fer
H s la contrainte admissible de I'acier est
de 10 daN.mm2. b) Déterminer le c6té b
du caré 2 s la contrainte admissible en
compression du béton et de
0,4 daN.mm™=. ¢) Cdculer le diamétre d
du socle 3 s la contrainte admissible a
I’ écrasement du sol est de 2,5 daN.cm™.

Fig. 30




< 1. lracuon

ﬂ L'appareil proposé est utilise pour la
rééducation des muscles. Il se compose de
deux brides 1 et 2, supposées indéfor-
mables, liées par cing sandows 3, 3’, 4, 4
et 5. Le sandow 5 a pour longueur L, les

sandows 4 et 4’ ont pour longueur 1,1 L,
et les sandows 3 et 3' 1,2 L,. Les san-

dows ont tous la méme section S = 200, mm?, lesdéformations sont élastiques.
a) Déterminer I'intensite des efforts F;, F, et F; appliqués dans chague sandow

lorsgque la longueur commune des cing sandows est égae a 1,5 L,. On donne
Eoooe = 0,75 N.mm™. b) En déduire |’ effort total Fa exercer sur les poignées pour

maintenir |I'appareil en équilibre.

3

1 4 2
[/ [ [
/ / L
/ |
—- | —-
-F F

Fig. 31

F.=75N;: F,= 54,55N ; F, = 37,5 N ; F = 259,1 N.

L Unbloc de béton et testé en com-
presson diamétre initial 100,000 mm ;
diamétre fina 100,007 ; longueur ini-
tiale 200,00 mm, longueur finale
199,88 m o ; «akarge d’essai
F = 118 kN. Déterminer E et le coeffi-
cient de Poisson.

Réponse

E =25 KNmm?2: v =0,116.

Fig. 32

L unebareen fonte, E = 100 GPa,
v = 0,3, supporte une charge de com-
pression de 140 kN. Déterminer le rac-
courcissement de la longueur, |'aug-
mentation du diametre et la diminution
du volume.

ne
AL==0,1426;Ad = 0,0107; AV = 112 mm?,

L=200 mm

Fig. 34

M| Pour contréler la charge d'un
avion, on place des jauges de contrain-
te sur le train datterrissage. Une jauge
collée sur un pied de forme tubulaire
donne les indications : & = 0,000 68
en position déchargée et ¢ = 0,001 36
en charge. Déterminer la charge sup-
plémentaire si D = 200 mm,
a’ =188 mmet E = 75 GPa.

jauge
de contrainte

Fig. 33

|_doit étre le diamétre d pour que les allon-

D Une tige en acier, de diametre
12,5 mm et de longueur 1 m, supporte
une charge de traction de 1 500 daN.
a) Determiner la contrainte et ['allonge-
ment dans latiges E = 200 GPa. b) La
tige en acier est remplacée par une autre
en auminium (méme longueur). Quel

gements des deux tiges soient identiques
(E,, = 75 GPa). c) En_déduire la
contrainte dans la tige en auminium.
d) S la masse volumique de I’ acier est de
7 800 kg.m3 et celle de I'duminium de
2 500 kg.m, déterminer le rapport des

masses des deux tiges.

Réponse

0, =122 N.mm? : AL = (61 mm ; d2 =20,4 mm ;
0, = 458 Nmm2; m,/m, =117.
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L unopa 6 x 10) comporte un S N
rétrécissement de rayon r = 10 mm et 7| ‘,,"
un trou de diamétre d = 8 mm. S la N 7y ~
force de traction F = 1 000 daN déter- -F | o =Y ) F
miner les contraintes maximales au © 2 O -1000daN
niveau du rétrécissement (g) et au y 4
niveau du trou (o). > led=8

Rép
0, = 41,2 MPa ; ¢, = 76,6 MPa. Fig. 35

Reprendre |'exercice 14 avec d = 12 et r = 6. Si la contrainte admissible en trac-
tion est de 100 MPa, déterminer la charge F maximae tolérable.

) >

Pour & plat proposé avec trou et < A
rétréci ssement, déterminer les né ad
contraintes maximales engendrées s la . . F

; - -F o < 4+—>
force de traction F = 1 000 daN. 8 x 1 000 daN

Réponse Y
o, = 37,6 MPa rétrécissement o, = 30 MPa. Y7
12
Fig. 36

D eprendre |'exercice 16 avec d = 8 et r = 20. Pour guelle vaeur de r les

contraintes au niveau du trou et du rétrécissement sont-elles égales (o, = 6, ?

Une éprouvette en aluminium

Q
(E = 70 GPa), symétrique, est utilisée & g i
pour un de traction. @ S la limite P = F
élastique du matériau est de 200 MPa, <+ & 2

déterminer la charge F limite corres
pondante et |’allongement. 150 300 mm 150
b) Comparer avec une barre de section -
constante 60 x 10. Fig. 37

1

Déterminer la contrainte dans chague

EE Une transmission est construite a

partir de trois fers plats de 6,5 mm _@ "y é
d’ épaisseur, de 32 mm de largeur et de ~ - y -

800 mm de longueur. Au moment de [ 800 >
I’assemblage, il apparait que la barre

centrale mesure exactement 0,75 mm
de moins que les deux autres barres.

barre aprés assemblage (E =
20 000 daN.mm™). On suppose qu’au-
cune charge extérieure n'est appli-

quée a I'ensemble monté. Fig. 38

Réponse

0, =03 = 6,25 daN.mm; 0, = 12,5 daN.mm? (probléme hyperstatique).




2 1. Traction

m Une poutre en béton est renforcée
avec 4 fers en acier de diamétre d
inconnu. La poutre est rectangulaire
(ZOO x 220). La contrainte admissible
en compression du béton est de
7 N.mm (E, = 1400 daN.mm™) ; cdle
de l'acier est de 150 N.mm? (E, =
20 000 daN.mm™). S la poutre doit
supporter une charge de compression
F = 50 000 daN, déterminer le dia-
metre d des fers.

g | -
'} I e ——— N
lele Fp=========7 -F
g ——
v|o l Q F————=====-50000daN
\4fers @ d
Fig. 39

I montage d' essai pProposeé se com-
pose de deux barres 1 et 3 en bronze de
méme section (S; = S; = 9,35 cm?) et
d une barre 2 en ecier (S, = 6,25 cm?). La
barre 2 mesure 250 mm et les barres 1 et
3 mesurent 250,3 mm, On applique la
charge de compression F de 30 000 daN
sur le bloc 4 suppose pafatement indéfor-
mable. a) Déterminer les contraintes dans
les trois barres aprés chargement.
b) Déerminer le raccourcissement des
barres.

Ebronze = 105 Gpa i Eacier =200 GPa

Réponse

o, = 05 = 14,7 daN.mm™2 ;
o, = 4,03 daN.mm%
AL, =AL;=0,35 mm ; AL, =0,05 "M

Fig. 40

™

30 000 daN

B Deux barres de méme diametre
(30 mm) sont assemblées comme I'in-
dique la figure. Le jeu au montage est de
0,2 mm a la température ambiante. La
barre 1 est en cuivre (o = 16,6 x
10%/°C;L.=50mm;E = 105 GPa)
et la bare 2 en duminium (a, = 25 X
10°/°C; L, = 100 ; E, = 75 GPa).
a) A_partir de quel accroissement de
température le jeu sannule-t-il ? b) S la
température croit de 150 °C, _déermi-
ner les contraintes et les rétrécisse-
ments des barres.

Réponse

AT= 60°C o, = 0, = 166 Nmm2;
AL, =0,221; AL, =0, 079.

Fig. 41
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O e dispositif de I’ exercice 22 est utilise comme systeme de contréle thermique, le
cuivre est remplacé par du laiton (E, = 103 GPa ; L, = 20 ; section 50 mm?; o; =
19,1 x 10-6/°C) et I'duminium par du magnésium (E_ = 45 GPa ; L, = 30 ; section
100 mm?; a,,, = 26,1 x 10%/°C). Reprendre les mémes questions s le jeu initial et
de 0,1 mm.

a Deux poutres en bois de section
rectangulaire (a x b) sont collées comme F
I'indique la figure, a = 30”
a=100 mm ; b = 60 mm. Si la charge
de traction supportée est
F = 1 000 daN, déterminer les
contraintes normales et tangentielles Fig. 42
dans le joint collé.

joint collé

1

™

a Reprendre |I'exercice 24 avec a= 65" ;a= 120 ; b = 80 et F = 400 daN.

Réponse

0,= 0,342 N.mm=2 ; T, = 0,160 N.mm=2.

a Reprendre |’ exercice 24 avec a = 120 ; b = 80 et F = 960 daN. On impose les
contraintes admissibles ¢, = 1,1 MPa et 7, = 1,4 MPa dans le joint collé

Quels sont les coefficients de sécurité de I'assemblage pour a = 20" ; a = 35"
a = 45" et le mode de rupture aux charges élevées ?

Réponse

S, = 4,35 (cisaillement) ; S, = 2,98 (cisaillement) ; S5 = 2,2 (traction).

| Un tube de 400 mm de diamétre
est réalisé a partir d' une téle d’épaisseur
e = 6 mm soudée en hélice (angle d' hé
lice = 22"). Déerminer les contraintes
normale et tangentielle dans le cordon si
I'effort de compression supporté par le
tube est F = 300 kN.

en hélice

Fig. 43

28] Reprendre [I'exercice 27, les contraintes admissibles par le matériau du cordon
sont g, = 165 MPa et 7, = 110 MPa. Déerminer la charge maximae (F,,) suppor-
table.




CISAILLEMENT

OBJECTIFS

m Définir I" effort tranchant T, la contrainte de cisaillement z,
'angle de glissement y, le module d'éadicité transversd G e la
loi liant T avecy.

m  Donner quelques agpplications usuelles du  cisaillement.

1« Definition « Exemples

L’étude du cisaillement ressemble a celle de la traction (formules analogues, etc.).

Exemple 1
Une cisalle hydraulique est utilisée pour cou-
per des ronds, fers et plats de petites dimen-
sions. Elle se compose d'un béti (0), d'un cou-
lisseau (4) en liaison glissiére par rapport au
béti (trandation verticale), d’'une lame fie (2),
d'une lame mobile (1) (liée au coulisseau) et
d’'un vérin hydraulique fournissant I'effort de
coupe (5).

Les efforts de cisaillement Zl—/; et @ exercés
par les lames sont perpendiculaires a la
poutre (3). Le cisaillement du rond se traduit
par le glissement de la section droite S, par
rapport a la section droite S, qui lui est direc-
tement en contact (fig. 2).

{ glissement de S;
d par rapport & S,

Fig. 2
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Exemple 2

Trois blocs de bois identiques (1),
(2) et (3), de forme parallélépipé-
dique, sont collés en chape
comme I'indique la figure.
L assemblage supporte une char-
ge F suivant son axe de symétrie.
Les deux faces collées ABCD et
A'B’C'D’, de méme aire, sont
soumises a un cisallement de
méme nature que celui de
I'exemple 1. Fig. 3

joints collés

|| - Effort tranchant T

Pour I'exemple 1 du paragraphe
1, les actions exercées par S, sur

S, sont schématisées par une infi-
o, . —_ —

nité de petites forces Af;, Af,, . . .,

— .

Af, agissant sur les surfaces
éémentaires AS;, AS,, . . . AS, et

telles que :

S, =AS, +AS, +,,+AS,,.

e

T, résultante des actions précé-
dentes, point dapplication G le
barycentre de la section S;, est éga et opposé a As (par application du principe fon-
damenta de la statique).

Fig. 4

=¥ Ty ey ey —_—
T=Af, + Af, # . . . + Af, = — Ay5= effort tranchant

F =200 daN. Par symétrie, les faces cisaillées ABCD e A'B’'C'D’

Exemple : reprenons |’exemple 2 du paragraphe 1 avec lf

supportent le méme effort tranchant T. L’équilibre du bloc donne : !

T=F/2=100daN ,

T est appliqué en G centre du rectangle ABCD %; I ;;;

et en G' centre du rectangle A'B'C'D’. G ' @
ab——
‘ig. 5

111 - Contrainte de cisaillement 1

SM, M, .. ..M, sontles centres des petites surfaces AS,, AS,, .. ., AS,, en chague
point la contrainte tangentielle ¢ est définie comme la limite du rapport Af sur AS lorsque
AS tend vers 0 ou devient trés petit :




22. Cisaillement

A A
contrainte
tangentielle
uniforme

Fig. 6
Remarque : 7,, 75, . . . . T, sont contenues dans la section droite, contrairement aux
contraintes normales o qui lui sont perpendiculaires.

Contrainte tangentielle uniforme =

Dans le cas du cisaillement, on suppose que toutes les
contraintes tangentielles sont identiques. Autrement dit, il vy
a répartition uniforme des contraintes dans la section
csdllée(t=1,=17,=...1,). Il enrésulte que :

7 : contrainte tangentielle N.mm= ou MPa
| T : effort tranchant (N)
-4 S : are de la section droite cisaillée en mm?

T

Fig. 7

Exemple : reprenons I'exemple 2 du paragraphe | avec F = 200 daN, AB = CD =
3 cm, AD = BC = 10 cm et déterminons la contrainte de cisaillement dans le joint collé.

5:30x100:3000mm2;T:§:1000N

f—
o

= 1000 _ 4333 Nmm2 = 0,333 MPa

= 00

lly)

w
(e

IV - Calcul des constructions

On utilise le méme raisonnement gqu’'en traction, pour la plupart des constructions, sauf
pour les cas ou la rupture est recherchée, la contrainte tangentielle T dans la section
cisallée doit toujours ére inférieure a la contrainte admissible au cisaillement du maté-
riau 7, ou R,,.

Sea 0l 4 ' - R,
e avee b h g iR als

R, : résistance pratique au glissement ou au cisaillement
R,, : limite dastique au cisaillement (anadlogue a R,)

R, : limite a la rupture par cisaillement (analogue a R))
s : coefficient de sécurité.
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Remarques : R, et R, sont des données obtenues par essais sur les matériaux. Pour la
plupart des métaux et aliages, en premiére approximation :

Rl’ Re
Rg =~ 7 et Reg o —2—
T,4m OU R, peuvent également étre définis a partir de R, (voir chapitre “générdités de la
RDM”).

Exemple : reprenons I'exemple 2 du paragraphe 1, avec AB = A'B’ = 30 mm ;
BC = B'C = 100 mm. S la contrainte admissible au cisaillement dans le joint collé est
de 900 kPa, déterminons la charge F maximale supportable.

S = 30 x100=3000mm?; T=F/2
_T_F _ F -2
T=5=95=2x3000 = 00 N-mm
F=09x%x2x3000 = 5400N

V - Deformation - Angle de glissement y -
Relation entre 7 et y

Dans le cas du cisaillement, les déformations sont caractérisées par un glissement des
sections droites les unes par rapport aux autres. Le glissement est mesuré par I'angle y
(gamma) appelé angle de glissement (unité : radian).

Exemple 1

Un bloc en élastomere est collé entre
une plague rigide et un support fixe. La
plague permet de bien répartir I’ effort
de cisaillement T sur tout le bloc.

Le cisdllement amene un glissement
des sections droites successives les
unes par rapport aux autres (anaogie
avec un jeu de cartes que I'on étale sur
une table).

Le glissement peut étre caractérise par I'angle ¥, appelé angle de glissement et tel que
tan y= a/h.

Fig. 8

Sy est petit : tany =y = a/h. oA (ires petit
Exemple 2 AR

Méme raisonnement pour la cisalle du —
paragraphe 1. Le glissement de la sec- 5T Ais

tion droite S; par rapport a la section T hus |
droite S, peut étre defini par un angle — 4N \Z;/
de glissement y analogue a celui de B

I’exemple 1. ig. 9

Remarque : comme en traction, il existe des déformations éastiques (cas du bloc élas-
tomere) et des déformations plastiques (cas de la cisaille).




22. Cisallement

Relation entre 7 et y

Lorsque les déformations sont éastiques, la contrainte de cisaillement 7 est propor-
tionnelle a I'angle de glissement .
Autrement dit :
7 : contrainte tangentielle (N.mm ou MPa)
T=G0Gy y: angle de glissement (radian)
r - 1 G : module d'dasticité transversal (N.mm= ou MPa)

Remarques : laloi est andogue a laloi de Hooke ¢ = Eg avec G constante caractéris-
tique du matériau comme E (pour les métaux G =~ 0,4 E).

— - E : module d'éadticité longitudina
G==-L£—| G: module ddasticité transversa
2(1+v) . _

v : coefficient de Poisson.

,,,,,

Exemple : reprenons I'exemple du bloc élastomére paraléépipédique (¢ x b x h) avec
c =50, b =100 mm et G = 800 kPa. Déterminons ysi T = 100 daN et asi h = 25 mm.

7= I __1000 = 0,2N.mm2

~ ¢cxb 50x100
02 o
=5 =0g=025rad=143" et a=htany= 64 mm

VI - Applications

1, Calcul approché des articulations cylindriques

—
[t

solution 1 solution 2
(en porte 3 faux) (en  chape)

Fig. 10

La liaison pivot entre 1 (tirant) et 2 est réalisée par I'intermédiaire d’'un axe cylindrique
3. Dans les deux cas, I'action exercée par le tirant est F = 10 000 daN. Les axes 3 sont
réadisés dans le méme acier dont la contrainte admissible au- cisallement est de

5 daN.mm™.
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Déterminons et comparons les diamétres d; et d, des deux solutions.

Solution 1 Solution 2
sl |Ane-F A7 F
)
Y
Al % Al |
= -
A . TY 7
YT7=-F
Bn=F
(1‘63000) (5000)  (5000)
Fig. 11 Fig. 12
T =F =10000daN T= g 5000daN
_T 10000 _ _
(& [4)
4 4
2 10000x4
d =, /100002 &>, /50004
d, = 50,5 mm d, = 35,7 mm
Remarques : d =v2=1414
2

Lorsque les efforts sont importants, les constructions adoptent 2, 3, 4 (ou plus) sections
cisallées en padlde.
Un calcul plus précis peut étre réalisé en flexion.

2. Assemblages rivetés et boulonnés - Calcul siiplifié

a) Assemblages rivetés

Pour certains types de construction (car-
lingues d’avion, etc.), les assemblages rive-
tés sont préférés aux assemblages soudés
plus sensibles au phénoméne de fatigue.

Exemple : les barres (1) et (2) sont liées
par un rivet (3) en auminium de diamétre

d = 10 mm et de résistance a la rupture par S0
2 8l —F
glissement R, = 10 daN mm /Y5
Déterminons I effort F admissible. Wy
Résolution >l

Nous avons une seule section cisaillée : Fig. 13

2
F=T=1S=R,.S=10x (1‘—5;—0)=785 daN

R 300
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N
Remarque : pour déterminer I'effort F admissible par I'assemblage, il faut égaement
tenir compte de la résistance au matage des barres et du rivet ainsi que de la résistance
a la traction des barres.

b) Assemblages boulonnés 1

Le mode de calcul et les remarques sont
identiques aux assemblables rivetés.

Exemple (fig. 14) : pour I'assemblage pro- | 3

posé, a trois boulons agjustés en acier, 2

d = 12 mm, la contrainte admissible au

cisalllement des boulons R, = 30 daN.mm™. N

Déerminons I'effort F admissible. -F2 -F2 l‘F

Résolution 16 F T &

S les trois boulons sont charges de la - T A ¢

méme fagon, chacun supporte une charge I B B”"A”D

égdea F/3. 1 y a deux sections cisaillées - - {
Fi6 Fi6 F T

par boulon et chaque section supporte un
effort tranchant T égd a F/6. Fig. 14

12°
T=F/6=T.S=RPQ.S=30><(—75ﬁ4—— = 3 393 daNI
doll : F=6 x 3393 = 23 358 daN

3, Assemblages soudés

Nous nous limiterons ici au cas du cisaillement.

Exemple

10

Fig. 15

L’ assemblage des fers plats (1) et (2) est réalisé par I'intermédiaire des cordons de sou-
dure AB et CD. L’'épaisseur e des cordons est de 10 mm, la longueur de 50 mm. La
limite admissible au cisaillement du métal d'apport et R, = 8 daN.mm2,
Déterminons I'effort F admissible par le montage.
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Résolution

Dans le cas de I'assemblage proposé, les contraintes de cisaillement sont prépondé-
rantes. Le calcul au cisaillement sera effectué dans la plus petite section transversale du
cordon (section e . L = 10 x 50). On supposera que dans cette section, les contraintes
sont uniformes.

F=1.S<R_,.S (S=S,;+Sp=e.L+e.L=1000 mm?

F < 8x 1000 =8000 daN

Remarque : les cordons de soudure sont soumis a une législation et a des normes par-
ticuliéres, surtout en ce qui concerne les appareils soumis & des pressions, des
contraintes thermiques (flamme, vapeur) et a de la fatigue. Des coefficients de qualité
sont a appliquer en plus des coefficients de sécurité habituels.

EXERCICES A RESOUDRE

Les plats 1 et 2 sont collés comme I'indique la figure. La résistance a la rupture
en traction de la colle est de 235 daN.cm™, sa résistance au cisallement est de
175 daN.cm™. La colle éant uniformément répartie sur la surface rectangulaire
(30 x 70), déterminer I'effort de traction admissible F par I’ assemblage.

Réponse

3 675 daN.
/l <2710 colle 2

F L F
- i
-F °I F
-«— 2 S
‘ H

Fig. 16

* | Les cylindres 1 et 2 sont collés comme I'indique la figure. La résistance a la rup-

ture par traction de la colle est de 240 daN.cm, sa résistance au cisaillement est de
180 daN.cm™. La colle est répartie u_nlformément sur le cylindre de diamétre 30 mm

et de longueur | inconnue. L’effort F supporté par le montage est de 2 600 daN.
Calculer la longueur | minimae a donner au joint collé du montage.

A

30

7

—t 4 -
2 600 daN

colle

Fig. 17




22.  Cisdllement

Les feuilles de plastique 1 et 2 sont collées comme l'indique la figure proposée.
La contrainte de cisaillement admissible dans le joint collé est de 8 daN.cm®. Quelle
est la longueur L nécessaire s I’ensemble supporte un effort de traction F de
3 000 daN ? ‘

Rép

L = 250 mm.
1 2
F S . F
s
3000 daN g J 3000da
Fig. 18 e L2

d une altuleion cylindrique entre
deux barres plates 1 et 2 est rédisee
comme I'indique la figure. La liaison est
assurée par un axe cylindrique 3 de dia
métre d inconnu. L’effort maximal sup-
porté par la liaison est de 5 000 daN.
La résistance pratiqgue (ou admissible)
au cisallement du matériau de I'axe est
de 5 daN.mm=2._Déterminer le diamétre
a de I'axe 3. Indiguer la (ou les) sec-

tion(s)  cisaillée(s). Fig. 19

— F 5000 daN

L'articulation proposée assure la 3 1
ligison (pivot) entre la chape 1 e le
tirant 2 au moyen d'un axe 3 arrété en !
trandlation par deux circlips 4. La résis-
tance admissible au cisaillement de I'axe -F

3 et égale 2 80 MPa. S le diamétre d =~ ™ R 2d
de I'axe est éga a 50 mm, _déterminer
I’effort F maximal transmissible par la !
liaison. } y

)

Réponse

F = 31416 daN. Fig. 20

n e maillon de chaine de transmis-
sion proposé se compose de deux
flasques 1 et 2 dont la liaison est assu-
rée par un axe 3. Compte tenu des
dimensions indiquées, calculer les 2
contraintes de cisaillement dans I'axe 3. 551 - -

Fig. 21
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L’ensemble proposé est un maillon de chaine & montage et démontage rapide. Le
maillon permet la constitution rapide d’elingues, ainsi que des assemblages entre chaines,
crochets et anneaux. Le maillon est construit & partir de deux demi-a_r;neaux let?2 La

lisison est assurée par I'axe 3 de diamétre d (d = 8 mm). L’effort F admissible par le

maillon est de 2 010 daN. Déterminer les contraintes de cisaillement dans I'axe 3.

Réponse

10 daN.mm™.

2010 daN

Fig. 22

Q Deux planches de bois 1 €t 2, panche 1
d'épaisseur e = 20 mm, sont collées
comme l'indique la figure. Si la
contrainte admissible au cisaillement du
joint collé et de 900 kPa et s
F = 300 daN, déterminer la longueur a

nécessaire pour faire |’assemblage. Fig. 23
B L assemblage des plais 1 et 2 de la ¢ _FA8000daN
figure ci-contre est réalisé par I'intermé- X . | /&
diaire de, deux cordons de soudure. _B 1 € -
L'effort F supporté par le montage est y 40004 13 { 4000
de 8 000 daN. La contrainte de cisaille- g —T
ment admissible du métal d apport est Y
de 10 daN.mm=2._Déerminer |’épais- .

ig.

seur minimale e des cordons.

d Reprendre |’ exercice 9, e = 12 mm, en déduire |’ effort F admissible par I’ assemblage.

Déterminer les contraintes de cisaille-

a Une poutre en bois supporte une
charge de compression F = 400 daN.
La poutre est maintenue par une cae
fixe. Les frottements sont négligés.

ment engendrées dans la section ABCD
et les contraintes de compression dans
la section DJEA.

Réponse cale (bois)

t=1,33 MPa ; 6 = 4 MPa. Fig. 25

Reprendre I'exercice 11. On impose pour le bois une contrainte admissible en
compression de 20 MPa et une contrainte limite au cisaillement de 2,5 MPa. Quelle.
est la_charqe F admissible par |’ assemblage ?




22.  Cisallement

J l'assemblage proposé axe acier et poutre ¥ g
poutre en bois supporte une charge F Bﬁ—— C (bois) o { |
de 500 daN._Déterminer les contraintes L — B IPR
dans la partie cisallée de la poutre A-F——"Dp S L QP
(ABCD e A’B'C’D’) et les contraintes 1 1T ?_»A t_‘
de cisaillement dans I'axe en acier. [} " 2 V72

Réponse axe - > \———i—/’

.= 2,08 MPa; 7 = 31,8 MPa. - L
Toois acier E‘ F
Fig. 26

A Reprendre I'exercice 13. On impose pour le bois une contrainte admissible au
cisallement de 3 MPa et pour 'acier une contrainte admissible au cisaillement de

80 MPa. Déterminer la charge F'maximale tolérable par |'assemblage.

L un crochet et fié dans un plafond
de hauteur h et supporte une charge
verticale F de 200 daN. a Si la
contrainte admissible au cisaillement du
matériau du plafond est de 1 MPa,
déterminer h. b) Si la contrainte admis-
sible en traction du crochet est de
100 MPa, déterminer son diamétre d.

Réponse

hz106mm;d =5mm

| | | f =
‘ 1
plafond &d

—\ A
partie cisaillée

Fig. 27

P

crochet

F (200 daN)

O unae épaulé en acier supporte un
effort de tension F. a) S la contrainte
admissible en traction de la partie de O
28 mmegt de 160 MPa, déerminer la
charge F maximale tolérable. b) S la
contrainte admissible au cisaillement du
matériau de I'axe est de 80 MPa, en
déduire la valeur de h.

Fig. 28

=28

ad

30 mm

Un poingon 1 réalise un trou
oblong dans une téle de 3 mm d épais-
seur (2). &) Si la résistance a la rupture
par cisallement du matériau de la tole
est de 25 daN.mm™2, déerminer |’ effort
F nécessaire au poingonnage. b) En
déduire la contrainte de compression
dans le poingon.

Réponse

F =19 712 daN ; o= 8,52 daN.mm™=.

18] Reprendre ici I'exercice 17 avec le
trou proposeé.
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Q Un accouplement 3 a
deux goupilles 4 et 5 permet

la transmission de puissance g 4 1 2 5 3
d'un arbre 1 vers un arbre 2. >t /_ /_

Le couple maximal a trans »

mettre est de 300 Nm, le dia- V %M

admissible au cisallement du

|
meétre des arbres est de _g U L /é _ v
40 mm. Si la contrainte \\ ¥ ¥
t

matériau des goupilles est de 300 Nm V %

300 MPa, déterminer leur 4

diametre d. Fig. 31 i
Réponse é

d = 5,64 mm.

M| La transmission du couple entre un levier 1 et un axe 2 est réalisé par une cla-
vette de section 16 x 10 et de longueur | = 30 mm. Déterminer les contraintes de
cisaillement dans la clavette si I'effort F appliqué au levier est égal a 90 daNl.

600

F

Un amortisseur est rédisé a
partir de deux blocs en élastomére
Iés sur trois plaques rigides. plaques
G est le module déadticité trans rigides
versa de |'éastomére.

a) Déerminer la relation entre lat
fleche f et la charge supportée F.
On se place dans le cas des petites
déformations : y= tan y.

b) Exprimer la raideur K (K = F/f)
de I"amortisseur.

élastomere

Réponse

aF . .2hbG Fig. 33
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TORSION

OBJECTIFS

m Définir I"angle unitaire de torsion, le moment de torsion M., les
contraintes tangentielles 7.

m Do les formules fondamentdes € des ééments concernant
le cdcul des congructions.

m  Trater les cas paticlliers : concentrations de contrante et
poutres non circulaires.

|- Definition-Exenple

Une poutre droite est sollicitée en torsion chaque fois que les actions aux extrémités (A
et B) se réduisent a deux couples M et = M égaux et opposes d’ axe la ligne moyenne L.

M
_
o Ln
A B
~p

“ig. 1

|

7\,

\\ A DAY x

g

Exemple : tige de tournevis.

Le trongcon AB de la tige du tournevis
proposé (longueur 200 mm, diamétre
7 mm) est soumis a une sollicitation de
torsion. Le couple de torsion supporté
par la tige est :
Mg=-M,=F.a=24Nm

Quelles sont les contraintes exercées et

e - A b 4 MB=_MA
les déformations correspondantes ? —
7 . ~
Cest ce que nous alons decouvrir e - 200 » Mp=F.a=24Nm

dans les paragraphes suivants. Fig. 2
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|1 - Deformations - Angle unitaire de torsion 6

e

1. Constatations expérimentales

Les sections droites avant défor-
mations restent droites apres au repos en charge
déformations (restent planes et
perpendiculaires a la ligne
moyenne).

Les fibres ou génératrices initiale-
ment paraléles a la ligne moyen-
ne (ou axe de la poutre) s enrou-
lent suivant des hélices autour de
cet axe. La longueur des fibres
restent sensiblement invariable
ou constante (hypothése de
petites déformations).

Les sections droites tournent ou
glissent en bloc les unes par rap-

port aux autres (rotations d’'axe la I ] 0, a‘
ligne moyenne). Les rayons GK 2 AR
restent droits dans le domaine Morge 1% X ] -
élastique et Sincurvent dans le [~ -
domaine plastique. Fig. 4

a, = angle (GK,, GK) = angle de torsion entre les sections droites A et G

a = angle (BD,, BD) = angle de torsion de la poutre

2. Angle unitaire de torsion 8

S on suppose que les sections droites tournent toutes entre elles de la méme facon, alors
I’angle de torsion entre deux sections droites quelconques est proportionnel a la distan-
ce entre celles-ci.

Autrement dit :

- 6 = angle unitaire

Exemple : reprenons I'exemple du tournevis avec M = 24 Nm, s |’angle de torsion a,,

mesuré entre A et B est égal & 14,6° ; déterminons 6.

o % _ 14,6°
Ly 200

= 0,073". mm-’

=73. ml= 7i”§<0“ = 1,274 radm™
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|11 - Efforts intérieurs - Moment de torsion M,

La démarche reste la méme gqu'aux chapitres précédents, on pratique une coupure ficti-
ve (S) dans la poutre afin de la diviser en deux trongons pour faire appardaitre et calculer
(statique) les efforts intérieurs ou de cohésion (S est une section droite).

M trongon 1 ()

coupure P [\ "
fictive \ g \ 7
< (5 v"‘_/l_ B TG 1Y
~-M{ 1A\ (; IB\ B

V) Vi) | My trongon 2 .
- X - M f \'L _ _ {
N\ A |
trongon 1 trongon 2 . ST m

Fig. 5

L’étude de I'équilibre de I'un ou I'autre trongon (avec la convention des efforts a droite)
montre que les actions de cohésion se réduisent a un couple de torsion M;, d'axe la ligne

moyenne (x), ted que :[© '
% (x) q M =M

Remarque : dans le cas de la torsion, tous les autres efforts intérieurs sont nuls
(N=T=M,=0).

IV - Contraintes tangentielles de torsion 7

En torsion, et dans le cas des petites déformations, les contraintes normales ¢ sont négli-
geables.

Les contraintes dans la coupure (S) se réduisent a des contraintes tangentielles ou de
cisallement 7.

A partir de la relation 7 = Gy obtenue au chapitre cisaillement, on montre que la contrai-
49 7y, €n un point M quelconque de la coupure (S) est proportionnelle a la distance
GV = p entre le point et la ligne moyenne.

c - t=G0p
v ﬂ S?M:Gep

1 : contrainte (N.mm2 ou MPa)

p=GM
—
(9]

9 : angle unitaire de torsion (rad.mm™")

p . rayon GM (mm)
s;:tiL:JF;\urjro(iz G : module d'élasticité transversal
—2
D (N.mm™ ou MPa)

“

Fig. 6

Remarques : tous les points situés sur un méme cercle de centre G et de rayon p ont
méme contrainte. Les contraintes sont maximales a la périphérie : 7., = GOR pour
Pomq = R Pour lesmétaux : G ~ 0,4 E.
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Exemples de valeurs de &

26 200

(L)
@
=]
= =
=i o bl
= 3 =
- E.0 el
E a T o o =]
R ot g
o — da] L o w o <3
E " E 0 L = E —
e s S e -«
<< @ ‘W 3 [=71 = " n
R
o s
= 8 E 2 s
= = E g e 2 E
3 g &
B Ml BT [=]
gL § 2 aé
S
- T
R

Fig. 7
Exemple : cas de latige de tournevis, G = 80 GPal ; 8= 73°.m!. Déterminons la contrain-
te de cisaillement maximae dans la tige.

Diamétre de latige : d =7 mm d'ou p, /= d/2< 3,5 mm
=73°ml= /3Xm _ q = i
g =73°ml= W—‘ = 1,27 rad.mY = 0,001 27 rad.mm}

Contrainte : 7. = Gép,/= 80 000 x 0,001 27 x 3,5 = 356 N.mm?

V - Relation entre M, et 6

coupure
(section 5)

d
-M b — -M
5

A 1=G60 p

Fig. 8

En chaque point| Ml de la coupure s exerce, pour I’élément de surface AS autour de M,
une force Af = z. AS dont la direction est perpendiculaire al GM.

Le moment en G de cette force est Ma(m‘ = Afl x GM = Af.p]

Le moment de torsion M; est égal au moment résultant en G de toutes les forces A_f’dd
la section (S).

My =2 Mo (Af) =2 Afp =3 TpAS = L. GOP'AS

=GOY, p*AS = Gej p4dS = Gél,
{s) (s)

Le terme §J P*AS| = LJ P*dS = I{ est le moment quadratique de la section (S) par rapport t

au point G (voir chapitre @ moment quadratique » en fin d’ ouvrage).




23. Torsion

Cas particuliers a retenir :

F1g. 9

M, = G;}-o L'angle unitaire de torsion 6 est proportionne au moment de
Q. _r s o n M;

M; : moment de torsion (Nmm)

G : module d' élasticité transversal (N.mm= ou MPa)

9 : angle unitaire de torsion (rad.mm™)

I, : moment quadratique par rapport au point G (mm?

Exemple : reprenons I'exemple du tournevis avec M; = 24 Nm, d = 7 mm,
G = 80 GPa, et déterminons |’angle unitaire de torsion.

_nd' _n7_ 4
Iy= 39 =32 =235,7mm

_M 29100 1 ° m!
B_GIO_SOOOO X357 - 0,00127radmm™ (72,8°. m™)

VI-Relationentrezet M;

A patirde t=Gép et M, =G8 I, on peut écrire: GO = % = —AI/I—T
B

On obtient ains :

Hadin N.mm
I : m
ol ' .. mm?

Exemple : cas du tournevis, My = 24 Nm, d =7 mm, la contrainte maximale est :

I, = 2357 mm® et 7 = 24 000
235,7
T = 102 p =102 x 3,5 = 356 N.mm™

X p =102 p N.mm2

VII - Cal cul des constructions

Sauf pour les cas ou la rupture est recherchée, la contrainte tangentielle maximae (7.
doit toujours rester inférieure a la résistance pratique au glissement ou au cisaillement
R,y du matériau.
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BN 372

Autrement dit :

. >; ; ‘/ - = A . 3 ‘ R
Tt = 7 X P ‘-,—‘f'(j—‘ SR, avec Pua=V et Ry=—¢°
e 7) 4

R, : limite dastique au cisallement du matériau
s : coefficient de sécurité

Re

I 2

\‘; module de torsion (mm?3), cas a retenir :

pour les métaux R, =~

Fig. 10

Exemple : s, pour le tournevis précédent, on impose une contrainte admissible au
cisaillement de 200 MPa, déerminons la valeur minimale du diametre d lorsgue
My s = 24NmM.

fomg= 2400024000 < g _ 200N mm®

maxi = (1—0) = (Ldi)
1% 16

&P= %e t d=85mm

VIII - Cas des concentrations de contrainte

Lorsque les arbres étudiés présentent de brusques variations de section (gorge, épaule-
ment, trou de percage.. .), les formules précédentes ne sont plus applicables. Au voisi-
nage du changement de section, la répartition des contraintes est modifiée, 7. est
supérieure & T calculée, on dit qu'il y a concentration de contraintes.

S k,, est le coefficient de concentration de contrainte : '

'?.‘m;,;,{'#Kw .To avec To

Exemple : déerminons la contrainte au fond d'une gorge d'un arbre de transmission
soumis a un couple de torsion de 400 Nm.

A
— | 5
400 N.m~' N\ /\ A-A 7= 754 N.mm2 A-A Tmai= 106 N.mm
Y ‘
( st ék
_ G H 1t G
r=3 A=) Q
Qy ® ) sans  concentration avec concentration
f de contraintes de contraintes
A—»-‘

Fig. 11




Déterminons k,,

r/d = 3/30=0,1;D/d = 36/30 = 1,2 ; le tableau (fig. 13) nous donne k,
- M _Mx16 400000>< 16 _ 75 45N.mm2
( ) nd r 30°

. 7= 1,4 x 75,45 = 105,63 N.mm™

Contrainte 7, :

Contrainte maxi : 7,

maxi

Z25. Torsion

~14.

Kts ,
30 <
R v |
26 -D/d =1,09 Q s _P
- Sy S
= A
1,8 \ A D/g=1,33 Tomaxi= Kis: To
WA ‘ o
18 \\\\\:\\\ﬁ P/ _290 To =&
3
1‘4 \\ ~§ M
16
1,0 i
0,02 0,04 006 0,08 010 0,12

Fig. 12

Kis § Dd=130 105 102 & Y M
2,6 / / [ a TI=%
NIENIREVAR B St

| y )
1,8 \ W My r

Tmax= Kis T Ty =——

174 _A\\ —— ™~ TCdS
10 ‘ rd éy 16
0 0,05 010 0,15 0,20 0.25 0.30

Kis & Kis Kis M arbre plein

40 /en A /en B m\
' y
36 < p—
A
’ ~ /
28 e~
2.40—0,0570,100,150,20-0,25~0,30— /D 1y o (%3 - dg"’)
Fig. 14
KS' I, arbre creux o
2,7 ! /i=0’9 &
/ N\ D y
25 / =
/ 3
2,3 i @ d
X908 M a_ 4 ~
21 / _L , _TCX D d <® D>
’ -~ 0T
2,0 A 06
P P A valeurs de x
i A T ~T 04 d biD
8 T I~ D 101]0,15 0,2 [025 03 {035 04
NERLS = 0 0 092 P87 (082 079 0,74 068 0,63
i | I\r ’: 04 (0,92 {0,87 {0,84 {0,80 {075 0,69 | 0,64
’0'05 a1 0,1.5 02 02 03 035 0;"7 0,6 (0,92 10,87 (0,85 0,81 0,77(0,72|0,68
La contrainte est maximale & I*intérieur du trou 1, = My 08 1093 10.89 10'86 0821078 0.75 1 0.71
légérementsousla surface de Iarbre 1%51) 09 ]094/0,90{088]087|0480]077]072

Fig. 15
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IX - Application :
comparaison entre arbre plein et arbre creux

Soit deux arbres de transmission construits a partir du méme acier,
G = 8 000 daN.mm™. Le premier est plein (diametre d,) ; le second est creux (diamétre
extérieur D, diamétre intérieur d = 0,8D).

Le couple a transmettre est de 200 Nm ; la résistance pratique au cisaillement adoptée
pour les deux cas est de 10 daN.mm™=2.

Déterminons les dimensions optimales des deux arbres et comparons les poids respec-
tifs des deux constructions.

Tmaxi = Rpg

Tmai = Ryg = 10 daN.mm 2

Tmaxi =,{)‘2§T <10 daN.mm™

" 102:?:‘:2(D4 d)
] Tmaxi = - <10 daN.mm‘Z 4
" = 201 - 08y)
| n.d 32
v = e iy =221 o) 50595
Tmyi = 20000 <10
.} tmoq = 200 < 10 daN .mm 2
. 16 i 059
& = 20 000.16
1 - PO 00,16
Section de I"arbre : [D= 2583 mm avec d= 2087 mm[
2 2
5 = Z8 . 350 mm? S = Dm0 - 13878 mm?
Fig. 16 Fig. 17

Remarquons que le rapport r des poids des deux arbres est égal au rapport des sections.

_AaSL S

_ poidsarbre _ piV; _ S
pS;Ly S

" poidsarbre 1~ P2V,

.1988

360 ~ 0l

avec L, = L, = longueur des arbres (V, et V, sont les volumes)
et p, = p, = masse volumique de I'acier (7 800 kg.m™).
Pour cet exemple, le poids de I'arbre (2) est, a résistance égae, deux fois plus léger que

'abre (1). Cette solution et a envisager pour des constructions ou la légéreté est recherchée.
Remarques : le rapport r dépend des valeurs de d et D de |'arbre creux,
st d =k . D (0 < k< 1) aors (1-19"
A
(1+%)
k 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
r 0,99 0,96 0,92 0,86 0,78 | 0,70 0,61 0,51 0,39

Notons qu’a partir de k = 0,8, le gain de poids est de 50 %.




5. 10rsion

X - Torsion des poutres non circulaires

1. Formulaire

Lorsgue les arbres ne sont plus circulaires, les formules précédentes ne sont plus appli-
cables et il faut utiliser les relations décrites dans ce paragraphe.

Forme Section Tmaxi O=all Observations
A
|
. AN S o~ 4,81 My 7,10 My contraintes maxi
Care \ \ [ P i au milieu des cotés
' y
!
S >
Triangle a a 20 My 46 M- contraintes maxi
eg:"caggﬂ P G au milieu des cotés
a
A
' = contraintes maxi
Ellispe A 4 My @+ 1P) M; a la périphérie
A e o sur le pefit axe
y
—a o
I
A
\!\ contraintes maxi
Rectangle N N M; My au milieu des
T Y. deux grands cotés.
{ ]  ad ko alfG ki etk, sontdonnés
i dans e tableau
ci-dessous
‘ig. 18
a
b 1,0 1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 4,0 50 10,0 | =
k, 0,208 0,219 0,231 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282 | 0,291 | 0,312 | 0,333
k, 0,1406 |0,1661|0,1958|0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,291 | 0,312 | 0,33

Remarques : des valeurs intermédiaires peuvent étre obtenues par interpolation linéaire :

S 8>5:k -k, =0,333(1-0,63L)]

[eptis]
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Forme section Trmaxi 0=a/l Observations -
plat
h
/ \\ ) R |0 [04]06]08]10]12
| S
k.
_ Q\_ _ y " M 3 10,35 0511070 1092|1,18 1,57
, ksR® KRG
ky (030 (051078 | 1,061,237 |157
% 05 |06 |07 |08|09]10
- M My ks 10,47 | 060 081 (102125157
) kR keR G
ks |04 |067(093(119]139(157
_3M I M e doit étre petit
< T 2 qre? = 2 nre*G r=_rayon moyen
formules établies a partir des
tube fendu résultats du paragraphe 2
®
Y
A e doit étre petit
el LA i Mla+ b-2¢) P
— - 3494
4 2e{a-efb-e)[266(a- ef(b-ef formules établies 2 partir de
¥ la méthode de la membrane (paragraphe 3)
- a o
Fig. 19

Exemple 1 : poutre de section carrée, a = b = 30, s la contrainte admissible du maté-
riau est de 40 MPa, déterminons le couple maximal transmissible.

_481M, 481M;
= = 3

maxi ag 30

T <40 N.mm™> 225Nm

dou M; <

Exemple 2 : poutre de section rectangulaire, a = 60 et b = 25, avec les données de
I’'exemple précédent.

o

=M1 MT < 40N.mm™

i = 384N
md T A b = 0,256% 60 x 25 m

<

dou M; <

2. Torsion des poutres de section ouverte et d’épaisseur constante

a
g c i
A
“%
§ pliage
§ 7 Lo
< % -l 0
y d
A‘ - A R a4 i
&7 Y
Y : .
a,+dh=a a=2nR périmetre = a

Fig. 20




£3. lorsion

Les sections s obtiennent par pliage ou roulage a partir d'une barre paralléépipddique.
Tous les cas se raménent a I'éude d’'une barre de section rectangulaire d épaisseur b
constante et de largeur a élevée. Les formules du tableau du paragraphe 1, cas du rec-
tangle, sont utilisables.

S e e
ke BV ke b G

_fmi=

Voir valeurs de k, et k, dans tableau.

Exemple ; poutre de sectionen Ljb = 10 ;a = aj = 150 mm ; s la contrainte de
cisaillement! admissible est de 50 MPa et G = 70/ GPa, déterminons le couple de torsion
tolérable et I'angle a de torsion s la poutre mesure 3 mu

a _ 10 e i B
a 10 o kl_k2_0,5{33 1 0,63><3H ~0,326
7= My ;<50 Nmm?3 dol M]=489 Nm
0,326x 300x 10
489 000 =714x 107 radmm? ; a= 1228

0=
0326 x 300 x 101 x 70 000

3. Torsion des poutres de section fermee

Les résultats de ce paragraphe sont extraits de la méthode dite de la membrane.

T i e
A ligne médiane

de la paroi

Tmop-€ =Tals =Tg€p =Tclc =

LT
2a

Fig. 21

Lorsque I'épaisseur e est suffisasmment mince,
la contrainte moyenne dans la paroi (sur la
ligne médiane) est obtenue par la relaion
indiquée, en remarquant que le produit 7 x e
est constant tout le long de la paroi. a est I'ai-
re intérieure a la lignd médiane de la paroi.

ligne médiane

a = aire hachurée

Exemple 1 : poutre tubulaire carrée de coté Figd 22

50 mm et d’'épaisseur 6 mm : si la contrainte ©
admissible est de 40 MPa] déterminons la z E
valeur du couple de torsion tolérable. A

50

a =44 x 44 = 1936 mmd

P M, et
T~ o q " ZX6X 1936 = 10 50

dot: M; = 930 Nm Fig. 23
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Exemple 2 : poutre de section rectangulaire 0 \

creuse avec deux épaisseurs différentes en A

et B milieu des deux cotés. Déterminer les 14 76 il

contraintes en ces points s le couple transmis | Bi T Y 2

est de 100 Nm. 45l | A

a=(80-4)50-5) =76 x45 =3 420 mm? - - - -
__M: _ 100000v - L 80

=G~ 2x5x3420 2 MPa = >

Ty = Y 100000 365M Pa Fig. 24

" 2eya= 2x4x3420

Remarque : le cdcul de I'angle de torsion exige un

o . M; ds
calcul intégral sur le pourtour de la section et le long de 9=m e
la ligne médiane.

Pour I'exemple 2, I'épaisseur e est constante par trongons et le calcul est simplifié.
S G = 40 GPa (bronze) :

0= ( 100_000 ) (2 x 16 4 2% 4—5) =283x10°radmm!

4x3420%x 40000 5 4
8=0,162°m™"

EXERCICES A RESOUDRE

Soit une éprouvette cylindrique en [ Eprouvette
cuivre de 25 mm de diamétre soumise dessai
a un couple de 2 10 Nm lors d'un
de torsion. L’'angle de torsion mesuré My
est de 4,9 degrés pour une longueur v
de 1 m. a) Caculer le module d'éadti- cuivre%’

cité transversal G du cuivre testé
b) Déterminer I'angle de torsion d'une
poutre du méme matériau, de méme \
diamétre et de longueur 1,8 m, s dle cuivre
supporte une contrainte de cisalle- 1800
ment maximale de 140 N.mm2,

Réponse
G =64 000 MPa ; a = 18°. Fig. 25

D25

»Mr =210 Nm
(

Poutre T maxi = 140 N.mm2

|
-+
|

)
3

M| L'arbre proposé transmet un

| My
/
couple de 3 000 Nm. Si on impose un ,/r\\\\ ﬁ3 000 Nm
B

angle de torsion a = 1,8° entre les
deux extrémités, A et B distantes de
0,8 m ; déterminer le diamétre d
(G =75 GPa). -

Réponse ‘ 900 mm

0N

d= 69,5mm.
Fig. 26

M 18



23. Torsion

Reprendre |’ exercice 2 avec un arbre creux td que le diamétre intérieur d soit
égd a 0,8 fois le diamétre extérieur D (d = 0,8 D).

0 enroulement= 100

B Dt emine la puissance transmi-
* @ la contrainte de cisallement
maximde dans I'abre 3 le dia
métre d’enroulement de la cour-
roie sur la poulie et de 100 mm et
§T,=1000N et T, =400 N sont
les tensions respectives des deux brins
de cdleci.

N.... = 1 000 tr.min.

L’arbre plein, de diamétre d et de
longueur 2 m, relie un moteur a un
récepteur par I'intermédiaire de deux
accouplements. La puissance transmi- récepteur
se est de 20 kW a 1 500 tr.min. Si
on impose une contrainte de cisalle-
ment admissble de 80 MPa pour le
matériau de I’ arbre, déterminer le dia-
meétre d nécessaire.

Fig. 28

6] Reprendre |'exercice 5 ; on impose un angle de torson de 0,2° entre les deux
extrémités de I'arbre, G = 80 GPa.

Réponse
d = 55,2 mm.

L’ arbre creux propose tourne a la
vitesse de 180 tr.mint. Un systéme de
mesure stroboscopique indique  un
angle de torson a= 3" entre les deux
extrémités A et B, G = 77 GPa.
Déterminer lapuissance transmise et la
contrainte de cisallement maximale.

Réponse

P =267 kW ;7= 80,5MPa.

1 Tmaxi

Fig. 29
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Bl soit un arbre d'hdlice de bateau de 15 m de long. L’arbre est creux, le rapport
entre le diamétre intérieur d et le diametre extérieur Dl est égal a 0,6] L’arbre trans-

| met une puissance de 4,5 mégawatts & la vitesse de 350 tr.min™!] La contrainte de

cisaillement admissible de I’acier de I’arbre est de 80 N.mm™=/| @) Déterminer les dia-
métres intérieur et extérieur d et Dl de cet arbre. b) Calculer I’angle de torsion a plei-
ne puissance entre les deux extrémités distantes de 15 m, G = 80 000 N.mm™.

2 15m
moteur g : g ol
P=45MW = g = = SIS
a —| - "r — =
350 trmm™! % E L 7
o ._ . —‘-_’_'_‘_,_/
Fig. 30

EI Un arbre de transmission distribue
la puissance entre trois roues dentées
A, B et C. Si les couples respectifs
sont C,] = 500 Nm, C4 = - 1500 Nm
et C4d = 1 000 Nm, déterminer les
contraintes de cisallement maximales
dans led trongons AB et  BC.

Ré g

{

Ty = 94.3 MPal | 14 = 79.6 MPal

Reprendre I'exercice 9 avec des puissances transmises P = 30 kW ;
Py = =90kW ; P. = 60 kW a la vitesse de 480 tr.min™]

L'arbre proposé distribue la puis-
sance entre quatre roues dentées A, B
C e D| Les couples transmis sont
C, = 600 Nm, C§ = - 1 400 Nm,
C. =266 Nm et Cjl = 534 Nm. S la
contrainte de cisaillement admissible est
de 50 MPa| determiner d,| d, €t d,.

1400 Nm 266 Nm

B L arbre proposé de diametre
constant d = 100 mm transmet la
puissance entre deux roues motrices A
et Cet deux roues réceptrices Bl et DI
a) Déterminer le couple récepteur Mj|
b) Déterminer la contrainte de cisaille-
ment maximale dans [|'arbre.

¢) Cdculer I’angle de torsion a,, entre

les deux extrémités A e D si
G = 8 000 daN.mm™=.




23. Torsion

D ofStdeux arbres de transmission de

- . P = 2094 kKW & 2 000 trmm™!
méme longueur L transmettant la méme

puissance (P = 2 094 kW) a la méme L

vitesse de rotation (2 000 tr.min™). Le 7
premier est plein, diameétre extérieur d,, [ . A

le second est creux, diamétre extérieur ! a

D et diamétre intérieur d ; d/D = 0,9. M2

Si on impose un angle de torsion maxi- G S

mal de 0,28°.m™! pour les deux arbres, mm e
| déterminer d, D, d, et le rapport des 909

masses m,/m; a déformation égale. Rg. 34

2

d Reprendre |'exercice 13 avec d = kD. Montrer que —rr-nn—z— = Hz .
Comparer avec le paragraphe VIII de la partie cours. ! 1+k

L Labre avec une gorge de M
15 mm de rayon, transmet un couple

de torsion M; de 10 kNm. Déterminer \ N\

la contrainte de cisallement maximale k

en tenant compte des concentrations

de contraintes. N
Réponse

& 10

Tos = 71,3 MPa.
e Fig. 35

O untroude percage de 8 mm est

foré dans un arbre de 80 mm de dia-

meétre. Si la contrainte admissible au haN

cisaillement du matériau de I'arbre est

de 100 MPa, déerminer le couple

transmissible. /
Ré

w

/__
—1
|
]
l@SO;

3,17 kNm.

A
Y

Fig. 36

d Reprendre |’ exercice 16 avec un arbre creux (D = 80, d = 64) et un trou de per-
¢cage de 16 mm.

D Un arbre de transmission trans-

met une puissance de 300 kW 2 h " r "
480 tr.minl. Si la contrainte de N LL“/\
cisaillement admissible est de 60 MPa, \g s
déterminer le rayon r minimum pour 'S b

le raccordement entre les deux /] )
cylindres. .y o

Rép
T = 2 M- Fig. 37
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U Un tube carré de 60 mm de cots,
en auminium (G = 28 GPa), supporte
un couple de torsion de 400 Nm.
a) Calculer I'épaisseur e s la contrain-
te admissble au cisaillement est de
30 MPa. b) Calculer e s on impose un
angle unitaire de torsion de
0,033 rad.m™,

Rép

T Fig. 38
e, = 3,02mm; e, = 4,64 mm.

Déterminer les contraintes de cisaille-

a Un tube de section rectangulaire
creuse (40 60), avec deux épaisseurs
differentes e, = 3 et e, = 5, supporte
un couple de torsion de 350 Nm.

ment maximales en A et B milieux des
cOtés.

Réponse

7, = 18,5 MPa ; 75 = 30,9 MPa.

g Reprendre |’ exercice 20 avec un tube de 20 50; e, = e, =3 mm et un couple
de torsion de 120 Nm. Déerminer la contrainte de cisaillement maximale.

d un arbre creux de diametre extérieur 100 mm et d'épaisseur e supporte un
couple de 426 Nm. Si la contrainte admissible au cisaillement est de 80 MPa, déter- |

miner la valeur de e : a) par la méhode du tube mince ou de la membrane ; b) par
les formules de torsion usuelles.

Réponse

e, =3,65mm;e; = 3,80 mm.

Déterminer les contraintes maximales

Un arbre composite, bimétallique
se compose d'une dme B en acier
(d = 40) collée dans un tube en
laton A (d = 40, D = 50). L'arbre sup-
porte un couple de torsion
M; = 10 kNm.

- @ d=40
[ =1500 mm

dans A et B et I'angle de torsion a de A (laton)
I’arbre. @ D=50

Réponse

Probléeme hyperstatique ; Fig. 40
73 = 27,5MPa; 7, =175 MPa;a =205




FLEXION
GENERALITES
DIAGRAMMES

OBJECTIFS

m  Proposer une schématisation usuelle pour représenter les liaisons et
les actions dans le cas de la flexion.

m  Définir les efforts tranchants T, les moments flechissants M; et les
diagrammes correspondants avec la convention des efforts a gauche.

m  Préciser les principaux cas rencontrés : charges concentrées ou
charges réparties, poutres sur deux appuis ou poutres encastrées.

Les poutres et les arbres fléchis sollicités en flexion sont parmi les déments les plus
importants de la résistance des matériaux. Cing chapitres de cet ouvrage sont consacrés
a I'éude de laflexion.

1 - Schématisations des liaisons -
Actions des supports

Type Exemples Schématisation usuelle Actions exercées
y
Appui Fy
simple | {
A ) X
y
Fy
Articulation
A F X
y
F}’
Encastrement
MA A Fx X
Fig. I
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La schématisation proposée est commune a de nombreux pays et de multiples ouvrages
de référence. Dans le cas des problémes plans (systeme de forces coplanaires), la sché-
matisation des liaisons et des efforts exercés se ramene a trois cas types : appui simple,
articulation et encastrement (fig. 1).

Exemple : planche de plongeoir. (’s‘)%%e;')
La poutre (planche 1) est schématisée par sa

ligne moyenne AC. La liasison en A (pivot
1/0) est une articulation et la lisison en B
entre 1 et 2 se raméne a un appui smple.
?(900 N) schématise I’ action du nageur.

3m !

Equilibre :

TB’

A (2700 .C

l» B -

A 1800N : P 900 N

Fig. 2 Fig. 3

Remarques : dans la plupart des schématisations, la poutre est modélisée par sa ligne
moyenne. Dans le cas des problémes dans |'espace, avec liaisons complexes, la sché-
matisation normalisée des liaisons est utilisable (voir chapitre « torseur », partie statique).

Poutres usuelles Exemples Schématisations Observations

Poutre  simple
sur deux
appuis

isostatique

Poutre
continue

hyperstatique

Poutre  encastrée isostatique

(cantilever)

Poutre  encastrée
avec appui a
Fextrémité

hyperstatique

ig. 4
Remarque : les poutres sont identifiées a partir des charges extérieures exercées.
Exemples

lﬁ le %
Y A {;;;;;"‘V‘

a) poutre simple sur deux b) poutre simple sur deux cg poutre encastrée avec charge
appuis avec charges appuis avec charges répartie g, linéairement
concentrées F et £, réparties uniformes g et g, croissante entre Aet B

Fig. 5




24. Flexion - génédités - diagrammes

|- Effortsi nteérieurs
ef fortstranchant set monent sflechissants

Dans le cas de la flexion, les efforts intérieurs dans n’importe quelle section droite se
réduisent a un effort tranchant T (perpendiculaire a la ligne moyenne) e & un moment
fléchissant M; (perpendiculaire ala ligne moyenne et a 7).

Convention de signe 1. « somme des efforts a gauche de § »

Voair principe dans le chapitre « générdités de la résstance des matériaux ».

coupure ~ fictve,  secton  drote  (S) y .
— - A A
) I 7 ) 1,
A ’\
A ' B ad F1 KON V-
at -— —_ - - > B
O, G @] “x AT
—- F —_
Al *ar R
M: T B
X ’~ -4 —_——
- : (S 'Z; ) [©) 7

Fig. 6

Pour faire gpparditre les efforts intérieurs, on effectue une coupure fictive (section S) a
ladistance x de I'origine A. En isolant le trongon 1 ou le trongon 2, on obtient T et M,
G et le barycentre, ou le centre de gravité, ou le centre de surface, de la coupure S.
Avec la convention choisie, T et M, gpparaissent positivement sur le trongon 2, a droi-
te, et négativement sur le troncon 1.

Cas d'un systeme de forces planes (X, V)

T= = somme vectorlelle de tautes les forces exterieures transversales situées
- gauche de S = (Fl ug;)
ou T = - somme vectorielle des forces transversales adroite de S = - F,

S AME) ME)
ou M, = - moment résultant en__l

SRR

Remarque : pour le calcul de M, ne
Eu flexion pure : M;#0avecT=0 pra-]dre en Compte que les actions donnant
En flexion simple : M; # 0 avec T # 0 | des moments portés par la direction de
I'axe z. LadirectiondeT et cdledel’axey.

Flexion pure

T=0
M=Mvx

Fig. 7
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Deformations exagérées engendrées par Tet My positifs ou négatifs

M>o0 M;<0 T>0 T<0

Fig. &

11 - Diagrammes des efforts tranchants
et des moments fléchissants

La valeur des efforts tranchants (T) et des moments fléchissants varie avec la position (x)
de la coupure. Les diagrammes des T et des M, graphes mathématiques de type (X, y),
permettent de décrire les variations de ces deux grandeurs et ainsi repérer les maximums
qui seront utilisés lors des calculs des contraintes.

1. Exemple 1: essai de flexion

systéme de mise
en charge

poutre testée
7

10

(banc de

(bati) mesure)

Fig. ¥

Le dispositif de mise en charge exerce une poussée de 2 000 daN qui se répartit en C
et D. Le béti supporte la poutre testée en A et B. Les mesures des déformations et des
contraintes sont réaisées a partir de jauges d’extensométrie J; a Jy,.

La symétrie du chargement entraine I’ égalité des actions exercées en A, B, C et D :

A =B =C=D=1000 daN, le poids de la poutre éant négligé.
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L’ éude se raméne au dessin suivant :

7 -F l—ﬁ’
¢ y 1000 caN p ¢ 1000daN
Al e ey —
A - - A
P 1m e 1M e 1M |7 1000 daN

Fig. 10

Remarque : entre A et C (C non compris), il y a une seule force a gauche de la cou-
pure S, et ceci qudle que soit la position de S entre A et C. Entre C et D (D non com-
pris), il y adeux forces agauchede S et trois entre D et B (B non compris). L’ é&ude des
T et des M, doit donc étre rédlisée en trois parties.

a) Etude du troncon AC Y I
A<G<Coulsx<lm .

- M
Une saule force agauche, Pen A. j _"C
Tpc = P = 1000 daN (pour tout x) Al X
Misc = moment en G de P'= My(P) = = P. x = = 1000 x N |

b) Etude du trongcon CD Fig. 11
C=G<Doul=x<2

— — 14 P
Deux forcesagauchede S, Pen A ee-Pen C. L'*ibﬂﬂ

Tep = P =P =0 (pour tout x) Mg

Micp =MgPen A) + M-P en C) AT s
——Px+P(x-1)=-Px1=-1000daNm | {% X 1
“v-To

Remarque : M, est toujours constant entre C et Fig. 12
D et T, toujours nul, on est dans un cas de flexion pure.

c) Etude du troncon DB
D=sG<Bou2=<x<3

a_ 2m .
- m ~ Tos
| ~P -P F §
M pg
cy DY — M pg
_ _ _ _ - ;}. . _ L .
A X G X
3 Y
_P.:‘ X J'—TDB 3-x 4
> < >
Fig. 13

Trois forces a gauche de (S) et une force adroite, faisons le calcul des deux fagons pos-

sibles :

Avec le troncon AG : T, = P-P-P=-P=-1 (00 daN (pour tout x)

Mps = MyP en A) + M- Pen C) + Mg~ Pen D)
=-Px+Px-1)+Px-2)=1000 (x-3)

Avec le trongon GB : T; = - (PenB) =-(P) = -1 000

Mps ==MgPenB)= =P (3=x)=1000 (X = 3)
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d) Diagrammes 7 1‘1 000 1‘1 000
Rassemblons les résultats des trois

- —A-——C4+—-——D — 18 »
trongons sur un méme graphe. fy T T 2~

1000

Diagramme des efforts tranchants : | i
T,c =1000 daN (0sx<1) Top 2 3
To -0 (1<x<2) }; 1]~
TDB ="'1000 daN (ZSX<3) | I_L-

Diagramme des moments fléchissants :
My - - 1000 x

M, .= 1000 daNm

Mipg = 1000 (x = 3)

M; .. == 1000 daNm zonede | zonede | zonede
flexion simple| flexion pure |flexion simple
T20 T=0 T20

Mz o |M=constante] M;#0

Fig. 14

2. Correspondance entre les diagrammes

F
poure trongon dx
F 1 (charge concentrée) 94
’ Y y
g(x) charge répartie Ta
t
1 5 1. gl
M ~(M; + dMy)
T _ldx| T
-t y-(T+d])
dx

Fig. 15

L’ étude de I'équilibre du trongon de largeur dx appartenant & la poutre, compte tenu des
charges indiquées, donne :

‘d&z == q‘(x)f‘k‘ﬁ - | [pente sur le diagramme des T] = - [charge répartie q(x)] z
v oty T‘ [pente sur le diagramme des M| = - [effort tranchant T]

La dérivée de I'effort tranchant est égale a moins la charge répartie q(x).
La dérivée du moment fléchissant est égale a moins I'effort tranchant T.

Remarque : lesT et M, peuvent étre obtenus par intégration sur des intervalles successifs.
T = f qlddx et Mf=-j Tdx




Z4. Hexion - geneaites - diagrammes

3. Exemple 2 : poutre encastrée avec charges concentrées

Remarque préliminaire : en calcul manuel, avec la convention des efforts a gauche,
I"étude des poutres encastrées est simplifiée lorsque |’ encastrement est placé a droite de
la poutre, et inversement si on utilise la convention des efforts a droite.

I___g poutre proposée est encastrée en A et supporte deux charges concentrées : une force
Fen B et un couple pur M en C.

. F
a) Actions exercées par I'encastrement sur la poutre -1000 My,
Le type de I'action est décrit au paragraphe 1 €t le Y ==\
principe fondamental de la statique donne : ( G

Ax=0;Ay=F=1000N;

M,=—(M+F.L)=1000-2000=-1000Nm X ~Tge
b) Etude du troncon BC Fig. 16 ~ ~
O0=sx«<l1

- 1
TBC - F —; 1 000 N ConStant VX - >M(_1 000 N)
Myc = MglF) = F . x 1 A M s
Mpe = 1000 X (Nm) =" (r;‘
¢) Etude du trongon CA 4T
1=sx<2 < X >
Tep=F=Tg.=-1000N Vx Fig. 17

—
M, = 1 000 x = 1000 (Nm)

yf o r A, (1 000)
F M M
F A A
(-1000N)  M{-1000 Nm) _ 4 [ AI ‘(—_1 000)
v V/ B \ C \A X
- _ AL
B ‘{ L _; Tk ! |
U2=1m\;AU2=1m‘ 7 . 2m__x.
|
. ~T000N
F . |
(_1 000 N) M(-1000 Nm)
B My 1000 Nm 1000 Nm
- — —
’ ]c ! ¥ T/rrrﬂ/ﬂ/r
\|| / 0 - =
/. 1|m 2m X
Fig. 18

Remarque : pour x =2 ; Mjcy =1 000 Nm =-M,; T, =-1000N=-A,

IV - Diagrammes avec charges réparties

Les charges réparties ont pour origine les actions de pesanteur ou poids et des actions
de contact diverses (vent, neige, pression d'un fluide, etc.). Elles peuvent étre uniformes
OuU constantes mais peuvent aussi étre variables.
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1. Exemple 1. charge répartie uniforme ou constante

La poutre proposée est rédisée a partir d'un profilé IPE dont le poids est de 40 daN par métre.
- -
g = =40 youq =40 daN.m!

a) Actions aux appuis en A et B
A,=B =0
A, + B,=qL = 40 x 4 = 160 daN par symétrie A, = B, =5 = 80 daN

b) Efforts intérieurs T,z et Mg .,
La charge répartie q sur la longueur x peut étre remplacée par sa résultante R (R = gx)
stuée a x/2 de A e de G.

AA
L =Ay—R=%qL_qx=80“‘4ox : .
R ¢ =M 45
M =Ms(A)+M;(R) AL Y Y V Y VY ‘/_‘\
B x)-_alx  a’ )
= Ayxx+R(2)— 2 "2 | \ 7
=_‘12’E(x—L)=20x(X"4) L >L X2 ;'AB
) YA (R=q0
_a’ -5
M; i =-*=5=—-800Nm  pour x=75 Fig. 19
L=4 >
_ - - - B X
=40 daN.m™
ALY ¥V V V VY | E—s
X
A4 (80 daN 18
1 (80 dah) =40 daN.m"" (8}(/)daN)
IEER' Yy v §8_ )
Fig. 20
2. Exemple 2 :

charge répartie linéairement croissante ou décroissante

Prenons le cas d’ une poutre encastrée en A supportant la charge linéairement croissan-
te indiquée.

a) Charge répartie q(x)

k) _a = q(x)=(%)x=5oox
X

L

b) Actions a lI'encastrement A
On remplace la charge répartie q(x) sur la longueur L par sa résultante R’, située a L/3
deA:A, =0;A =R =q,.L/2=2250N




24. Flexion - geneaites - diagranmes

2

R7)=-%L LB _ 5550 wn

MA=‘MA(R')=—-‘2—-X

ol

c) Efforts intérieurs Tg, et Mg,
La charge répartie g sur la longueur X peut ére 45 = 5005
remplacée par sarésultante R située & x/3 de G

ettellequeR = % M 15

5 g NG
’1:43 zI? E %
T =~ § =-500x(_§_)=-250x2 wy i _w Te
MfBA=MG(R”)=R(§_)=250x2(§)=83,3x3 VAR =6

Fig. 21

Le moment fléchissant et maxima pour x = L, a I’ encastrement.
M, .=833L%=2 250 Nm

N ga=1500N.m

L=3m |
A
) awmg
‘ a(x)
B (Y
X N
< ! N
ig. 22

EXERCICES A RESOUDRE

I T planche ABC du plongeoir est articulée en A sur un socle et en appui simple
en B sur un support fie. Le poids de la planche est néglige.
a) Déterminer les actions exercées par les appuisen A et B.
b) Tracer les diagrammes des efforts tranchants et des moments flechissants entre A et C.

Ré;

A = 200 daN;By = 300 daN;M/m=4kNm;Tm=200daN.

nageur
4 P 100 dan
[} = B C
. P
,V?<— 2 000—se——4 000 —___>‘7109_9£N
NaY; 1€ X

Fig. 23
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d Le pont roulant propose se compose d' une poutre principale (profilé IPE), d'un palan
mobile entre A et B soulevant une charge de poids P'(P =2000 daN). La poutre princi-
= 2 500 etb=3000
a) Déterminer les actions exercées par les appuis en A & B.

b) Tracer les diagrammes des efforts tranchants T et des moments fléchissants M;

pde est schématiste comme I'indique la figure, s @

entre A et B.
Y/
C
= a — _m_ — -
Al poutre ' B
palan  principale
| 2=2500 b=3000
A ﬁ:' B X
Fig. 24 c
H| Reprendre I'exercice 2 en tenant A - 50 da.m~
compte du poids propre du profilé ik -
(50 daN par metre) schématiseé par la 4 c B
charge répartie q. _
On s place dans le cas o0 ™ F(2 000 daN) ,
a=b=2750 m 2750 2750
Fig. 25
O un abre d essieu de wagon supporte \ _
- .
deux cha}rg&e P, symetpque\ment en A « oaler A chassis /
D, exercées par les paliers a roulement.
a) Déterminer les actions exercées par les — =
roues (appuis B et C). P = 6 250 daN. Lt
b) Tracer les diagrammes des efforts tranchants epre >
et des moments fléchiits entre A et D. rouE rail
Réponse I
flexion pure entre B et C; B, = C, =6 250 daN; 6250
T = 6250 daN; M, = 17,5 kNm. Pl B

L’ arbre proposé est guidé en rota
tion par deux paiers a roulements A
et B. T, (200 daN)et T, (300 daN)
schématisent les actions des courroies
sur les poulies (ou sur I'arbre).

a) Déterminer les actions exercées par
les appuis en A et B.

b) Tracer les diagrammes des' T et des

M, le long de I'arbre entre C et D. c

T1¥ 200 daN

poulie 1

palier A

palier B

poulie 2

D

Fig. 27




24. FHexion - génédités - diagrammes

D Reprendre I'exercice 5 avec la nou- poulie 1 palier A poulie 2 palier B
velle configuration indiquée.
Comnarer égaement les moments flechis-
sants maximums des deux configurations.
Ré

{

B, = 130daN;A, =370 daN; T,

e = 200 daN;
M= 1040 Nm

Un porique & cing agrés se compose
d une poutre tubulaire (1) soutenue en A
et B par deux trépieds (2 et 3). Le poids
de Ia poutre est negllge les actions C, D

E,F, G, G, H, Tet J schématisent les charges
exercees par les différents agres.

a) Dé&erminer les actions exercées par les
aopuisen A et B.

b) Tracer les diagrammes des efforts tran-

chants T et des moments fléchissants M;

entre A et B.

Réponse

A, =224 daN; B, = 176 daN;
T, = 224 daN M, = 2 000 Nm.

{ I D o . . '
80 E Fl lG Hl / J
A daN ¥ 80 vy QO 40 40 40 0 40 daN | B
| c D IE I'F 16 H 11 1J |

A
|

Fig. 29

d Reprendre |’ exercice 8 avec le portique proposé, en remarquant que le charge-
ment est symétrique.

(b I I I IT I T])

T ///A D E F e T \& 7
{ i
555J

-

555 380 |, 500 _| 250 630 250 | 500 380

Fg 30 - 4 000
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O ure potence sur colonne destinée a la manutention se compose d'une fléche (1)
encastrée (soudée) sur un support motorisé (2). L'ensemble peut pivoter (rotation
d axe vertical y) autour d'une colonne fie (3) gréace a un motoréducteur (5). Le leva

ge de la charge est réalisé par le palan (4), mobile entre B et D, et d’'une capacité de

1 000 daN. Etudions la flexion de la fléche (1), le palan est situé en D, cas le plus
défavorable, le poids de la fleche est négligé.

Déterminer les actions exercées par |’encastrement H.

Tracer les diagrammes des T et des M; entre H et D.

Réponse

H,=1000daN; M, =45kNm; M; . =-45kNmen H.

S 5 2 g
o I
g -3 2 1 '
Y £ 5
8_“ |
A P~ (1 000 daN)
L = 4500 mm !
or >
o ___
) P (1000 daN)
Fig. 31
d Renrendre I'exercice 9 en tenant ¢ = 50 daN.m""
compte du poids propre de la fleche (1), & l l 1 l 1 l 1 1 l jl l l l
(50 daN.m™) schématisé par la charge D
répartie q. 7
1 =4500 1000dal\h\y
Fig. 32
R,egrendre les données de I'exercice VT
9. L'éude de la colonne verticale AF, se (3 500 daN)

raméne au schéma indiqué (poids négligé).

Déterminer |'effort d encastrement en F et £ A

- y
tracer les diagrammes des T et des M. —
- Réponse (3 500 daN)
exion pure entre F et E
F.~F -0 1400

M. =49 kNm==M,
f fmax Fig. 33

O Prour régler la circulation automobile a
un carrefour, on utilise une rampe BCD
équipée de deux feux tricolores de poids
P = 200 N. La rampe est encastrée (sou-
dée) en B sur un tube AB. Le poids du
profilé BCD éant négligé.

a) Déerminer les actions exercées par
I’encastrement  B.

b) Déerminer les diagrammes des T et
des M; entre D & B.

Fig. 34




24. Flexion -

généralités

- diagrammes

[ P Reprendre. |'exercice 12 en tenant
compte du poids du profilé DCB, 100 N
par metre, schématise par la charge
répartie q.

g=100 N.m~

7
(200 N)
y

vV V¥ oYy oy
D Cl

2

4m

3m

Fig. 35

—
g

O Lle d avion proposée est encastrée
en B dans la calingue de I'apparel. La
charge répartie g (100 daN.m™) schéma-
tise I"action exercée par I'air sur I'dileet C
(500 daN) I’ effort encaisse par le train au
moment de I’ atterrissage.

| Déerminer les actions supportées par
I’encastrement B et les diagrammes des T
et des M; entre A &t B.

Réponse

B,=-850daN; My =9 125Nm;
Tpuo = 850 daN; M, = = 9 125 Nm.

——
o
i

=100daN.m™! AT 5(

IILIIILILE

2 900 I3

3500 7

Une cuve cylindrique est en appui sur
deux supports A et B posésaur lesol. La
charge répartie q (5 000 daN.m™) sché-
matise le poids de la cuve et du liquide qui
y est contenu. @ S a=1250 e b =
3 000 mm, déterminer les actions sur les
appuisen A et B et lesdiagranmesdes T

cuve

et des M, entre C et D. b) Montrer que 4 = 5 000 daN.m
pour a = 0,207 L, tous les moments flé- 1IN
chissants maximum du graphe ont la g 5P
méme vaeur. > >
Réponse ! L =5500 !
4, = B, = 13750 daN; [ I
T = 7 500 daN;M, .= 39,06 kNm, Fig. 37
O Le levage d'une antenne (OAC) pour

station radio est rédisé par |'intermédiaire
d'un treuil (3), d'un cable (4) accroché en A
et B, e d'un mé rigide OB (2). L’ antenne
mesure 30 m, pése 2 400 daN. On se place
au départ du levage ; I'antenne est schéma-
tisée par une poutre sur deux appuis 0 et A,
la charge répartie g schématise le poids de
cdleci.

a) Déerminer g et les actions exercées
par les gppuisen O et A.

Fig.38

P
0
(JEEEE L T,
A 88m!

a=0707[=212m 8m

b) Tracer lesdiagrammesdes T et des M; lelong de OC.

¢) Que deviennent les moments fléchissants maximatix lorsgue a varie ? Quel est le cas

le plus favorable pour le levage ?
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O Pour I'hdice d avion proposée, |'ac-
tion de l'ar est schématisée par les
charges réparties q,, q¢, gg = 0, linéai-
rement décroissantes.

a) Déterminer le couple moteur M
nécessaire pour entrainer | hélice.

b) Tracer les diagrammes des T et des
M; entre A et C.

Réponse

M=1620Nm ;T,,.=1350N;

1 % maxi

Mingg = 810 Nm.

Fig. 39

Q on suppose qu'un ski de fond sup-
porte le poids total (P = 90 daN) d'un
skieur. L’action de la neige sur le dessous
du ski est schématisée par une charge
répartie de forme trapézoidae

@a=9,=0;95= g0

Déterminer g, €t les diagrammes des T et

des M, entre A et D.

d Reprendre I'exercice 14 avec |'ale
proposée, la charge linéairement croissan-
te (g, = 260 daN.m! ; gg = 520 daN.m™!)
schématise le poids de I'aile. C = 2 000
daN.

Réponse

B,=245daN : My = « 15,1 kNm
T = 1263 daN; M, = 20 kNm.

Fig. 41
a Reprendre |'exercice 14 avec l'ale
proposée, P en’ C schématise le poids du A c p |7
moteur et la charge répartie (q,, gz, qp) le 1\

. y . 7 TIID
poids de I'alle. La charge est linéairement | | L O
croissante entre A et B puis constante ' 1
entre B et D. gg= qDGKN.m‘ ’

= 3kN.m™"! '
P =10 kN, (9= 30 TTE
1 l D
A B L110kN
| I yp
| 13 m 2] 38 |
Fig. 42




FLEXION
CONTRAINTES

OBJECTIFS

m  Déinir les contrantes normdes € les contrantes de dsalle
ment dans le cas de laflexion.

m  Domner des indications concemant le cdcul des congtructions.

m  Trater le cas paticulier des concentrations de contrainte

En flexion, les contraintes normales ¢ sont généralement prépondérantes devant les
contraintes de cisaillement 7.

|- Contral ntesnormal esenf | exi on

Les contraintes normales résultent du moment fléchissant M, et les efforts tranchants

n'ont aucun effet sur leur valeur.
Dans le cas de la flexion pure (M; = 0, T = 0), les poutres se déforment suivant des arcs

de cercle.

i , (centre de courbure)

cas de flexion pure
ou plan neutre

Fig. 1
La ligne moyenne ou plan neutre (GG') ne subit ni alongement ni raccourcissement

(contraintes ¢ nulles).

Pour la figure proposée, toutes les fibres situées au-dessus du plan neutre sont compri-
mées et supportent des contraintes de compression ; toutes celles situées au-dessous
(MM )  sont tendues et supportent des contraintes de traction.

337 N



RESISTANCE DES MATERIAUX

R 338

En exprimant |’ alongement de lafibre MM’, en utilisant laloi de Hooke g = E¢ et enfai-
sant intervenir le moment fléchissant M;, on montre la formule fondamentde suivante :

dan neutre 4V
— o, contrainte normae en M, en MPa

OU N.mm2
A ‘ M, moment fléchissant dans la section
[ A I o ‘ . droite {S), en Nmm

> y: distance entre le plan neutre et le
point M, en mm

I : moment quadratique de la section

droite S par rapport & I'axe (G, 2)

Mowm
5)
poutre
Fig. 2

Remarques : la vaeur des moments quadratiques I, est indiquée dans le chapitre
« moments quadratiques ».
Toutes les fibres dtuées a la méme disance y du plan neutre ont la méme contrainte ¢.

plan
neutre

Vérifié quels que soient
section (S) L, N, AetBsurLN.

tig. 3

Exemple : déerminons les contraintes normaes dans une poutre rectangulaire
50 x 120 mm, soumise a un moment fléchissant de 14,4 kNm constant sur toute sa longueur.

3 3
lz__bI’éAso_xllz&z 7 2x 10° mm* Ay +120 MPa
| ) A
o=y~ 14400.000x y =2y Mpa I y
Z 7,2X 10 - TG "; - G ——“—->
£ Mf - X
{mm) | 0 20 40 60 ' i
v imm, -
o MPa) | 0 0 80 120 <=0, =120 MPa

Fig. 4

[| - Calcul des constructions

Pour des questions de securité liées a I’ usage des machines, la contrainte normae o,
dans la section draite la plus chargée doit rester inférieure & une contrainte limite admis-
sble liée au matériau et fixée par le congructeur ou par des normes : R,.

Dans le cas de laflexion, il faut donc faire les deux opérations suivantes :

a) Déerminer la section la plus chargée : c'est en générd la section du moment flé-
chissant maximum (voir diagramme des moments flechissants).

b) Véifier que la contrainte maximale dans cette section et inférieure a la contrainte
admissible R, imposée par le constructeur (voir chapitres « traction » et « genérditeés »).




25. Flexion - contraintes

Exemple : une poutre de pont roulant (profilé IPE) est soumise aux charges indiquées
(cas le plus défavorable). Le moment fléchissant maxima est obtenu au milieu de la
poutre et a pour valeur 10 kNm. Si on impose une contrainte admissible de 100 MPa,
déterminons un profilé pouvant convenir pour construire |'appareil.

4 500 dal 4 500daN ®

e e e - Y
Tz |
Al 2m T  2m _|B yoh ]

'y ¥ 1000 daN o "7 Hea T
M, ) ‘ , v
0! I |4—_; <l >

My i = 10 KN ’ profilé IPE
axl ~

Fig. 5

o = Mhms 210000000 < 100 N mm2
LV k)

dou : (I/V) = 100 000 mm? = 100 cm?

Les tableaux de dimensions proposés dans le chapitre « moments quadratiques » nous
donnent le profilé IPE de 160 pour lequel I./V = 109 c¢md,
Si I’on adopte ce profilé, la contrainte maximale sera alors de :

» _10000000 _

111 - Cas des concentrations de contraintes

Lorsgue les solides étudiés présentent de brusques variations de section, les formules
précédentes ne s appliquent plus. Au voisinage du changement de section, la répartition
des contraintes n'est plus proportionnelle a la distance y et o,,,; est supérieure a la valeur

= gy : on dit qu'il y a concentration de contraintes.

Les vaeurs de K; (coefficient de concentration de contraintes) sont déterminées expéri-
mentalement (voir tableaux page suivante).

@ d=50 0y =100 MPa Omai =165 MPa
M =1 Y M ?}
C oy | — f&)mzmm S o NP
r=5
Fig. 6
r_5 _ Le tableau correspondant indique que K, = 1,65.
d=50~ %1 L d° M, 122 700
5 = . = 3 . = t = = -2
Q=%=12 v=gg ~12 Z72mm’ . o (L/v) 12272 10 daN.mm
d 0o -
0. = K. 0,=1,65.10 = 16,5 daN.mm
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Zo. [-1exion = contraintes

|V Contraintes de cisalllementenflexion

Les contraintes de cisaillement en flexion résultent des efforts tranchants et les moments
flechissants mont aucune influence sur leur valeur. Moins prépondérantes que les
contraintes normales, leur détermination est nécessaire dans certains cas.

1. Mise en évidence

®  contrainte de joints collés
cissaillement 7

Fig. 13

Pour I'exemple de la figure 13, les contraintes
de cisalllement = qui S exercent dans les joints
collés assurent le maintien, évitent le glisse-
ment entre les poutres respectives et limitent
les déformations.

La figure 14 donne la distribution des
contraintes de cisaillement dans une section
droite (S) supportant un effort tranchant T .
S les contraintes conservent une valeur
constante suivant I'axe z, en revanche €lles
varient suivant y, avec un maximum prés du
plan neutre (cas inverse des contraintes nor-
males o).

2. Cas des poutres rectangulaires A e 5)

y
La contrainte de cisallement 7 a la distance y T v
du plan neutre est donnée par : 1 // ?’/
o /gA’ =
T = [N g
T= Q Y | = =
Lb - - - - - - -
z z A G
h o
Q=yA-SA=%(Z_y2) 't' i
7 : contrainte a la distance y (MPa) l|7 allurg des
Q : moment statique de I'aire hachurée A (mm3) < - contraintest

T : effort tranchant (N)
L, - moment quadratique de la section S par rapport & (G, 2) (mm*)  Fig. 15

Remarque : la contrainte est maximale au niveau du plan neutre (y = 0)

. La contrainte maximae et de 50 % plus grande que la
Tmaxi=3—£= 2}; contrainte moyenne de cisaillement T/S définie dans le cas
du ciséillerr}ent pur.

|
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3. Cas des poutres circulaires

Section circulaire pleine : S = gr?
Q=2 (r2 ~ y2)¥2

14T
T_(Sﬂ:rz)' rf-y® Tma"i=% pour
Section circulaire creuse : S = w (R? = r?)

Q=% -r)

r _AT|R’+rR +r*
maxi 38 R2+r2

pour un tube MINCE . Ty == Z—ST

4. Exemple

Un profilé et rédisé a partir de trois plats
rectangulaires d'épaisseur 30 mm, collés
enembleen A & B. S T = 13,5 kN, déter-

minons les contraintes de cisallement dans
les joints collés.

Ondonne: I, = 43,7 X 106 mm*.

Résolution

a) Contraintes en A (fig. 194)

y, = distance entre (G, 2) et le barycentre de
lasurface A.
Qa=S4.V, =150x 30 x 62,55
= 281475 mm?
TQx 13500x 281475 _
=T, ~ 437x10°x30 - 20 MPa

b) Contraintes en B (fig. 19h)
y, = distance entre (G, z) et |le barycentre de la

surface B.
Q= S,. yg = 90x 30 x 87,45
= 236 155 mm?.
_TQ_13500x236115 _
%= Th ~ 437x10°x30 ~ 2+ MPa
Remarque @ I =1, + L, + I,
3
L - l%& +150x30x 62,52 =17,95% 10°
3
L - 9°>1<230 +90x30x 87,452 = 20,85x 10°
1,3=—30—Xl%20—3+120x30x 12,45% = 4,88x 10°

N 42

y=0

Fig. 17

Ay
150

'y

b
[

collage

N
102,45
1
'l
b I
30

T—collage
90 A_
Fig. 18
9 A(S,=150 x 30)
125
3‘
z - : <bA=30
- - t
i
2 [
8
N~
HE I
2 > ‘b5=30
-—— bl
|
\ B (Sg=90x30)
ig. 19




25. Flexion - contrantes

EXERCICES A RESOUDRE

a Un panneau indicateur de forme circulaire (0 800 mm) supporte une charge F

résultant de I’action exercée par le vent (0,05 N.cm™).
a) Déerminer F et les actions exercées par I’encastrement en A.
b) En déduire le moment fléchissant maximal dans le poteau AB et la contrainte

maximale correspondante.

Fig. 20

ﬂ Reprendre I'exercice 1 avec un panneau triangulaire (triangle isocéle : base
1 050, hauteur 900, barycentre B) et un poteau AB tubulaire (D = 80, d = 74 mm).

Réponse

F=2362daN; M, = M, = 2 835 Nn; o,,, = 210,5 MPa.

Le dispositif proposé permet de cintrer des tubes de chauffage. L’ effort Fde cin-
trage est fourni par un vérin hydraulique (non représenté) dont la tige (7) agit sur une
came de poussée (6), alors que le maintien est assuré par deux galets (4) et (5).

S la limite dastique du matériau est R, = 340 N.mm?, déterminer |’effort nécessai-
re pour cintrer le tube indiqué.

Réponse

F=192 kN.

330 330

Fig. 21
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B} Une barre d'haltérophilie est chargée symétriquement en A et D (P = 150 daN de
chague cote). Les mains| de I'haltérophile sont situées en B et Cl 20,45 m de A et D.
a) Déterminer le moment fléchissant maximum dans la barre ABCD!

b) Si I’on adopte une contrainte admissible de 200 MPal pour le matéiau de la barre,
quel devrait étre son diamétre d minima ?

P

P
150 daN ¥ A ¥ 150 daN

w A

Fii.22

|
Q Une petite presse se compose d’'un béti soudé (1) profilés en H, d'une table de
travail (2) réglable en hauteur et d'un vérin hydraulique de poussée (4 + 5). La pous-
sée maximale du vérin et la capacité de la presse sont de 840 kIN.

La table (2) est schématisée par une poutre sur deux appuis, dont les dimensions
transversales sont indiquées section EE.

a) Déerminer le moment fléchissant maximal dans la table.

b) S on impose une contrainte admissible de 80 MPa pour le matériau, -déterminer |
I’épaisseur e minimale des tdles de la table.

200
|
}
400

Ny
‘¥ 8
e

[ §

Y
!

710 710

Fig. 23

B Reprendre I’exercice 5 avec e = 10 mm, En déduire la charge F maximale admis-
sible par la table (2).

463 kN.




25. Flexion = contraintes

L un paonnier ABC et utilisé
en manutention pour soulever des
charges de grande longueur.
a) Pour les charges indiquées,
déterminer la valeur du moment
fléchissant maximum entre A € B.
b) S la contrainte admissible est
de 100 MPa, déterminer un pro-

4 8000daN

filé IPER pouvant convenir pour Fﬂ)—@_ﬂﬂ"_{

fabriquer le palonnier (voir dimen- Aot l l Bin
sons des profilés, chapitre 4 000 daN 4 000 daN

“moments quadratiques”). Fig. 24

d RL_mndre I'exercice 7. On utilise un profilé IPER de 270. Quelle est la charge
totdle C,,; admissible pour le levage ?

Réponse

5 300 daN.

B un pont roulant est réalisé a
partir d’'une poutre principae (1)
(profilé IPE), de deux moteurs de
trandation (3) et d'un paan (2)
mobile entre ,i et B.

S la charge P maximae devant
étre levée est de 1 000 daN et s
la contrainte admissble dans la
poutre est de 100 MPa, détermi-
ner un profilé pouvant convenir a A
la fabrication de la poutre (voir
dimensions chapitre « moments
quadratiques »). Fig. 25

|
|
|
|

v +]

d Reprendre |’ exercice 9 en prenant en compte le poids propre de la poutre principale.

une charge reépartie g de g=25kN.m™’ [
25 kN.m™!. Compte tenu des l l
dimensions de la section, déter- :
miner la contrainte maximale /| X ° [}
exercée. ) by 7 y

6m v

Réponse I Ll

O La poutre proposée supporte ?y ©
l
|

250

1
250

1/V=18415¢m?;
Cpi = 04 =0, = 61 MPa. 200

maxi
Fig. 26

Reprendre |'exercice 11. Quelle doit ére la valeur de la charge répartie g pour
que la contrainte maximale dans la poutre ne dépasse pas 75 MPa ?
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Pour a poutre en T proposée, déterminer la valeur maximale de la charge Fsi on
impose pour le matériau une contrainte admissible de 60 MPa en traction et une

contrainte admissible de 105 MPa en compression. Le poids de la poutre est négligé.

Réponse

Froe = 27 kN.
2001}’

Y

A

a
40

& 40
15m

3m e ¥

Fig. 27

Unbarrage temporaire servant de retenue d' eau est construit a partir de poteaux
en bois (ax b), epacés de e = 1 m, et de planches sur une hauteur de 2 m. S la
contrainte admissible en flexion du poteau est de 10 MPa, déerminer a et b.

Réponse

a=125 b = 250 mm.

gau (1 000 kg.m™)

g=1m

poteau

Fig. 28

L La poutre proposée (profilé en U) supporte une charge F F'de 10 kN d'un coté et
es encadtrée de I'autre. Dé&erminer la contrainte maximae dans la poutre (G et le

barycentre de la section).

Réponse
[ = 4226 em®*; 0= 05 = - 100 MPa; g, = 42 MPa.

iy

yf B 280

Y

F=10 kN

|
1
|

|

!

|

|

|

|

|

|

|

1

|

}

20
1
59
200

A

Fig. 29

D 346



25, Flexion . contraintes

d Deux solutions (A et B) sont envisagées pour renforcer un profilé en U travaillant
en flexion. @) Des deux solutions proposées, laguelle peut supporter le mieux un
moment fléchissant M, = 37,4 kN.m ? b) Quelle est la contrainte maximale dans ce
cas ? Quel et le pourcentage d’efficacité en plus ?

Réponse

solution B : g = 80 MpPa ; 384 %.

® J/f Vi

Une articulation cylindrique, en chape, est calculée a partir des deux schématisa
tions symétriques proposées d'emploi usuel. Exprimer dans les deux cas la valeur du
diamétre d en fonction de F, a, b et la contrainte admissible R,,. Comparer les résul-
tats avec le cas du cisaillement simple (voir page 299).

—-

F
Tb ® Fi F
Ca a_ A B
- ‘ - c D -
£ -£
2 4 2
by
R - . atb _
@ atb o
axe < b -
A / J B
A
-F q=Fb l -F
2 2
Fig. 31 7
| Une poutre de section rectangulaire 50 x 200 Y
supporte un effort tranchant T = 67,2 kN et un ' A
moment fléchissant M; = 11,2 kNm. 7y A 3
| Déterminer la contrainte normale et la contrainte %" ’ v
tangentielle en A. T G Y
Réponse | 8
0, = 33,6 MPa ; 7, = 7.5 MPa. =]
Y
50
Fig. 32

347



RESISTANCE DES MATERIAUX

BRSNS 348

contraintes de cisallement maximales.

] __ Renrendre I’ exercice 18._Déterminer les contraintes normales maximales et les

d  une poutre et rédisée a partir de trois autres
poutres en bois collées ensemble.

S la contrainte de cisalllement admissble dans le
joint collé e de 0,7 MPa, déerminer |’ effort tran-
chant T maxima supportable.

Ré

{

T =504 kN.

joints

Fig. 33
L Une poutre est réalisée a partir de deux plats de - 50 o
150 x 30 collésen T. YA Y
a) S I'effort tranchant T supporté est de 13 kN, » 8
déterminer |a contrainte de cisallement dans le joint adlle |
collé.
b) Cdculer la contrainte de cisallement maximde 7= = -4 °
dans la section. - ©

Rép o
7, = 324 MPa 7. = 3,46 MPa (en Q.
READ ]
Fig. 34

cement nécessaire entre les vis.

() __ Renrendre I'exercice 21 avec deux plats de 200 x 50 vissésen A. S T = 3,2 kN
et 9 chague vis peut supporter un effort de cisalllement de 1 kN, déterminer |’ espa-

Réponse

e =51 MM

Une poutre en | est rédlisée & partir de toles
' acier d'épaisseur 20 mm soudées ensemble. S
I"effort tranchant T est de 500 kN, déterminer la
«charge supportée par chaque cordon et par unité de

lTongueur.
Réponse

307 kN/m.

[ N
soudure 7

b (=]

il 8

20

300

A
v

Fig. 35




FLEXION
DEFORMATIONS

OBJECTIFS

m Définir la notion de déformée et de fléche.

m  Dédopper la méhode par intégration.

m Présenter |e principe de superposition et donner un formulaire
général.

Dans les chapitres précédents consacrés a la flexion, nous nous sommes intéressés aux
poutres fléchies et a leur dimensionnement d'un point de vue résistance sous charge.
Dans ce chapitre, c'est I'aspect déformation qui est abordé. En particulier, la détermi-
nation de la fleche maximale et de sa valeur admissible est I'un des éléments fondamen-
taux de la conception des poutres.

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer les déformées et la fleche maximale ; nous
nous limiterons a la méhode par intégration. S les charges sont nombreuses, le princi-
pe de superposition permet de simplifier les résolutions, ains que les logiciéls.

|- Not | ondedéf or me

Pour la poutre don-
née en exemple
(fig.1), la ligne
moyenne (AICJBD) a
pour direction I'axe
des x avant déforma-
tion et la courbe indi-

quée sur le graphe (y, —_
Y 7 . é

x) aprés deformation. déformée | v 4 : point d'inflexion s

Cette courbe est X1 o Sk

appelée  déformée. Ly g =0 '

o i S : X

y = f(x) est I’éguation V=0 f = 6

mathématique de la Vi =} — 6 y d;f_f;r?;)e b by A 0,

déformée dans le sys- e %

teme d’ axes (X, y). Ng. 1
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En un point G quelconque, de coordonnées (X, Y), la pente de la tangente ala déformée
est tan ;. De plus, dans le cas des petites déformations : tan 6; = 6;.
Sy edt ladérivée premiere dey par rapport ax, on a:

y' =f(x) =tan 6; = 65 (avec 6, en radian)

Conditions aux limites :y,=0;y, = 0ety’, =0, encore appelés conditions aux
limites, sont des ééments connus de la déformée. Ces déments sont imposés par les
appuis A et B ou par laforme de la déformée.

Fléches : la déformée présente des vaeurs maximaes en I (entre A et B) et al’ extré-
mité D. Pour ces points particuliers, la déformation et souvent gppelée fleche (f) :
f=v:fo= v

[ -Methode par integration

1. Principe

Connaissant |’ équation des moments fléchissants M, en fonction de x, lapentey’ = g et
la déformée y sont obtenues par intégration successves a partir de :

M, : moment fléchissant (éguetion)

E : module d'dadicité longitudinde

I'= [ : moment quadraticue des sections par rapport al’ axe (G, z)
y" . dérivée seconde de la déformée y

M, =~ Ely”

Remarque 1 : g on utilise la convention des efforts a droite ou convention 2 (voir cha:
pitre « genérdités »), I'équation s ecrit . M, = Ely”.
Remarque 2 : les congtantes d'intégration successives seront calculées a partir des

conditions aux limites imposées par la position des appuis ou la forme générde de la
déformée.

Exemples usuels de conditions aux limites

[ya=0ly4=0 Ye=0

encastrement articulation appui simple

ig. 2



26. Fexion - déformations

2. Exemple 1: poutre sur deux appuis
avec charge concentrée au milieu

Reprenons |'exemple de la

poutre de pont roulant du para- 2
graphe |l du chapitre « flexion - (1 000 daN)
contraintes »,

A =B = P/2 =500 daN

2m

Yy
A

Moments fléechissants

0=sX<2 v !
Myc=(=P/2). X =-500 X :

><V

2=<sX<4
M- (P/2)(X = L)
= 500 (X - 4)

Notons qu'il y a symétrie des
trongons AC et CB. Il suffit
donc de limiter I'éude de la
déformée au trongon AC.

Fig. 3
a) Equation de la déformée

Miac == Ely’sc = (-P/2) . X = Ely",. = (P/2) . X
Intégrons une premiere fois: Ely’,. = (P.X3)/4+C
Intégrons une deuxiéme fois: Ely,. = [(P . X% /12]+C,. X + C,

C, et C, sont des constantes d'intégration ; elles caractérisent la position de la déformée
y par rapport au repére (A, X, Y).

Pour X =0, y,, =0;il enrésulte que C, = 0 (Ely,. = C, = 0).

Le seul autre éément connu de la deformée y,, est la pente de la tangente au point C.
En C, la tangente est horizontale ; autrement dit, pour X = L/2 :

y’AC :0=tan 9C= GC

Ely’ac=0=[(P.L3)/16]+C, il enrésulteque: C,=-[(P.L2/16]

b) Résultats

2 3 2
P |X°_L°.X
._P( 2_L‘) Yac = ( - )
Yo =7 F X T 4EI\ 3 4 3
La fleche maximale est obtenue pour X = L/2, pour cette valeur f = = PL

48El’
Application numérique

P= 1 000 daN E = 20000 daN.mm? ;
L= 4 000 mm e | =869 cm* = 8 690 000 mm?* (profilé IPE de 160).

x (m) 0 0,5 1 1,5 2

Yac (mm) [0 o 28 - 53 |- 7,0 -7,67
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3. Exemple 2 : poutre sur deux appuis
avec charge repartie uniforme q sur toute la longueur

A=B=(q.1)/2 =500daN

Moments flechissants A9 l l l lk\ | A B
0<X<4m A ¢

_ % B L/2=2m Ry L/2=2m
Mo = =% X+ M 144//‘

- H 7 7 t M
a) Equation de la déformée Vi f maxi
i

g =250 daN.m™'

ofe

. gl.. X X
MfAB=“EIV AB=" d

2 T
" I.X gX°
Bl = 5= 5
Intégrons une premiére fois:

, gl X ax3
EIy AB—"‘_4"_ 6
Intégrons une deuxiéme fois :

L.X* gx
Ely= 157 -2 4G X 4 C
Pour X =0: y,z = O, il enréaulteque C, = 0.

+C

Pour X = L/2:y,; = O, il enresulte que C, = - [(q L3)/24] (ce résultat aurait auss pu
ére détermineé a partir de y,; = O pour X = L).

b) Résultats

Lx: X L 3_ 4 13
yAB—E( - % - \) et vas = (2L XP-X4- LX)

4 6 24
La fleche maximae est obtenue pour X = L/2 :
fem 5qL*
T 384EI

Application numérique

g =250 daN.m?; | =869 ¢cm*; L =4 m ; E = 20 000 daN.mm?;

0w —f—  5x2500x 10°x4 000
pourx =L/2:y, = = - = S 0000x8690000

Pente maximade en A (ou B) :
0, =6, =y(0)=-Yy'(L)

__aqL’
24 El

__=250x 10° x4000°
~ 24 %x200000x 8 690000

= - 0,0038 rad

=—4 8mm.

=-0,22°




26. Flexion - dé&ormaions

4, Exemple 3 : poutre encastrée soumise a une charge q
répartie sur toute la longueur

Efforts a I’encastrement Iy
MA: (q Lz)/Z;A, =qL; A, = 0.

Moment  fléchissant
Myp=1{qL%/2-qglx + q x?/2

Déermination de la déformée :

2

C])(‘2 - >

L
Ely=-9 +qLx-15 .

2

, L’x+qlLx* gx°
EIyAB:_qZX q2x —q6 +C1

L2
K
2.2 3 4
Elys= -1 X , aLx 9%-+c;<+c2 I ——

4 6

Pour x =0 4
vy = 0 dou C, = 0. Ya=0[y4=0

¥

¥ x

De plus, latangente en A est horizonta-
le, autrement dit : : déformeée
y,..=0dou C, = 0. B0z

M

Fig. 5
Résultats

2

vas=gar [-x*+3Lx-3L’) yoa= g (~x*+4Lx-6LY

Lafleche et maximde en B and quel’angle ¢,

_f=-aL _y,=-aL
b=h=-gg %=Ys~%m

11 - Principe de superposition

Le principe s gpplique de la méme maniere a toutes les grandeurs éudiées : actions
exercées par les gppuis, efforts tranchants, moments fléchissants, contraintes et défor-
metions.

On part du principe que I'addition de deux éats d'équilibre et dle auss un éat
d équilibre.

Inversement, un probléme complexe (avec de nombreuses charges différentes) peut ére
décompose en la somme de plusieurs problemes smples (par exemple faciles arésoudre
avec un formulaire), tous en état d'équilibre.
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Exemple : poutre sur deux appuis soumise a une charge concentrée en son milieu et 3
une charge répartie g sur toute sa longueur.
L’ éude de cette poutre se ramene a I'addition, ou la superposition, des exemples 1 et

2 du paragraphe Il précédent.

g =250 daN.m™
PN
¢ 2m 2m
Y 5(1 000 daN)
©)
A ; g - A 4 g+
o ﬂ"”m Yoy
m
Y - w‘_—.ﬂ

Fig. 6

a) Actions exercées par les appuis

/TA q N A B, A, 7 B
i = | Py o
P lﬁ
A=A+ By R A=Ay + Ay = P12 + gL/2 =500 + 500 = 1 000 daN
B=B+5 B=8,+B,=P2+qL/2=1000daN
Fig. 7

b) Efforts tranchants

T=T,+ T, (en tout point : addition algébrique)

T T4
1000
500 500

A |c 8, = 1 ‘ | c .

K '
( -500Lu\l\ - 500

-1 000
IFig. 8

1ac = Tiac + Tpse = 500 + (500 = 250x) = 1 000 - 250x
Teg = Tics + Tocg = = 500 + (500 = 250x) = = 250x

c) Moments fléchissants

M;= M;, + M, , (en tout point : addition algébrique)

M4

T o

-10kN.m

Fig. 9

MfAC

~Mi1ac+ Mizac= 500x + (- 500 x + 125 x2 == 1 000 x + 125 x2

M g =Mfch+Mf2CB= 500 (x = 4) + (- 500 x + 125 x?) = 125 x? - 2 000




26. Flexion - déformetions
d) Contraintes

6 = 0, + 0, (en tout point : addition algebrique)
Lasection C est la plus chargée dans les deux cas (cdledu M ).

= . 11E.
5, =Mz BEE0000CH=0,5755 | _ 5 . o 1795, 0Py
L 5630000

- 138 MPa - 92 MPa - 46 MPa

[
i
M
)
|
3)

-+

Gmaxi = 138 MPa __/ 61 maxi = 92 MPa j 62 maxi = 46 MPa

Fi.10

Les contraintes S goutent dgébriquement ; les contraintes de compressions se retran-
chent des contraintes de traction, etc.

Ici, o, et 6, ont méme sens et sont maximales pour y = 80 mm.

Omaxi = Oimaxi T Oomax = 1,725 X 80 = 138 MPa,

e) Déformations
Comme les contraintes et les autres grandeurs (T, M, €tc.), les déformations s gjoutent
agébriquement en tout point.
Y = v, +yety=y+ Y,
3+ ki 3 3
Vac=Yiact Voac= B (X—L—J-Fi[L —-X——LJ

4Fl 4) EI 4 6 24
P (x¥* L%
Vac —ylAc+y2Ac—4—EI(§— 4 ] 24 I(ZLX —-x*— LX)

Remarque
yrp €Y, se deduisent de v, et y, par symétries.

Fleches maximale en C

fe=hc+khe

__PL®* b5ql* _
=~ 485 3g4E = - 17-48=-125mm

IV « Formulaire
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Poutre Prﬁg)gf Fléche Equation
Y
/ & L ‘lf_:»
- .. _Fx
s N N [ 3 y ——(ZLX)
A B Ty @S| --f 2E
| : y =—F—X(3L X )
! BET
| o
| )
)
Os
v! F
DU S X<y s -qpla )
B i F
[ - - 223
A4 cy e S , A 7SR
1 X t _ Fa43L - a F32
! | u o |fB=- X >3y = -5
/ |y & 26
\ y = F32(3X a)
< L - Y3
- 93
|
g
. q ! L
= | T C LT g2,
EEREN vl __aqt Vo= g B3l ex)
7 F Y| L | =g )
> —axt (2 _ 2
w y sy (X -alxs 61%)
- . R )
- ~
J/L a |l b
/ Sy 2
y 7 Y x<a:y 6El[ 3ax+ 32
Y B\ -2’4l -a) X’ (. 2
/ \ = =~z y = "245/{" -4ax+64)
/ y ® g7 08
L L X> 21y =-ggi¥ =g (4x-2)
-~ ‘95
4
/I‘ a |_ b
| o)
/ ™ 1 |Sm Ly oM., MX
= A\ B Yol 1 | -Ma(2L -a) Xsay=-oge 20
O B 1 B M Ma
/ \Kl ‘ s X>a: y__ 71}" m(zx a)
B L A )
Y
1% ax
o |~ . 3_pg? 2 _\3
m o | eE ot Y =~ 5 40 -6+ 4Le -1
Y | I fg=- X
X 30€ S Ly LRV 2oy
A ! v Y = - g (100 =10 ks 512 - 47|
t V R
- ! R A
< > o
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26. Flexion - déformations

Poutre Pente maxi Flache maxi Equations
B E,E: 0=sx<t
X > 3 ; F 2
X ! __FL - — 2
v fe = ~ 1 v =~ -4x)
T T
e @ F.x 2 2
y=-LX (312-4x)
1P 48 El
- a b =
- > + =
-7 F 2 Tl [sia> b 0<x<a
A N c v B T =8 7 b
Y ¥ w : X = 3 y:=_€.E_IZ[Lz_b2_3X2)
f I w
oo Fb(L2- ) Fbx (12 _p2_ .2
e i e B T AR AP
4 L % s o 9 V3 EIL GEIL( )
Y q
Sl 4 o 4 (43 _61x2 13
|V, vV ¥V VvV V¥ - ?Eg f=_35g4LE/ y 24EI(4X 6Lx +L)
L ‘ X
! < < pourx =% y=-%—,(x3-2Lx2+L3)
GA S
2 ) 2
T\l .?\n X<a:
~ i g
SR ER o0 (40 -12aLi 4 6200
o TUEHL| 4P -4+ 2
* = Y= 0K L0 -4a L+ 242
® ® WEL| + 421 -42L+ &
NI X=a:
TR ¥ = h (6aL-3x2-32 - 20"
= % [
< 3 C=MX (g2 3227
= = Y=g (6al-x? 34 -21"
s o
%l o )
=2 YF | pourx=05183L | = ze0er (15)(4 - 30L%?2 +7L4)
l|| “‘1‘ f=w , _ — QX 34-10L2X2 7L4
s & El Y = 3508 \°¥ *
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EXERCICES A RESOUDRE

O Le tour de grande capacité pro-
posé réalise le tournage d'un
cylindre de 1 m de diamétre et de
longueur 5 m.

La masse volumique de I'acier est de
7 800 kg.m3,

E =20 000 daN.mm=2.

a) Déterminer la valeur de la char-
ge répartie g correspondant au Fis. 11

poids du cylindre seul (I'action de q
I’outil de coupe est négligée).
b) Déterminer la déformée du ALY ¥V VY ] B
cylindre. En_déduire la fléche maxi- T
mum (I’étude du cylindre se raméne [ L=5m >
au schéma ci-contre). Fig. 12

™
A

Reprendre |I'exercice 1 avec un

cylindre plus petit @ 30

L = 0,5 m). Les actions F schémati-

sent les efforts exercés par des outils

de coupe ( F =100 daN). Le poids i > <2 >

de la barre et négligé. L -
Déterminer la déformée de la barre.

Fig. 13

Réponse

—_ Fx ~3a%-x?) .
y= 6El(30L 3a x) si x<a;

-_Fa ~3x2-g2) s —a-
Y= 6E1(3Lx 3x a) si asx<l-a;

fon=—oE (312407 pour x=L/2 ; O=6,=

Fa(L-aq) .
24 El !

2EI

0,6

Un relais éectrigue a contact est réalisé a
partir d’'une lame (AB), parallélépipédique
(90 x 10 x 0,6), en laiton et encastrée en A. La 10
manoeuvre est effectuée en C par un électro-
amant placé a la distance h de la lame (au
repos). Si I’écartement des contacts en B est
e = 3 mm, déerminer la force nécessaire que -
doit exercer I'électro-amant pour établir le
contact. A partir de quelles valeurs de h le L g-3

\ §
A

45
¥

électro-aimant

contact est-il possible ? E,,, = 100 GPa. h
Réponse
0,711 N; h=1,2mm. v B
]
contacts /
Fig. 14
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26.Flexion - déformations

O Une colonne (2) de presse a
ar comprimé supporte un couple
M en B engendré par la charge
F =200 daN (on se place dans le
cas le plus defavorable).

Lespoids de (1) et (2) sont négli-

gés and que les déformations
engendrées par les phénomenes
de traction. Ecrire |’ éguetion de la
déformée de la poutre et la fleche
maximaed E = 200 GPa.

-

500 mm
500

Fig. 15

B Reprendre | exercice 4. Sion tient compte du phénomene de traction dans la barre
(2) d & la charge F,_déerminer la position exacte du point B aprés déformation.

O une dé dynamométrique est utilisée pour réaliser avec précision des couples de
serrage compris entre 0 et 100 Nm. Elle se compose d' une tige de manceuvre cylin-
drigue 2 (0 11 mm) encastrée dans un carré porte-douille indéformable (5). La mesu-
re du couple est obtenue en repérant la flexion (fléche, au point B) du troncon AB au
moyen d'un curseur gradué (3). La charge F schématise I'action de I'opérateur, le tron-
con BC est suppose indéformable aing que I’aguille (1).
Ecrire une rdlation entre lafleche en B (/) et le couple de serrage de I’ écrou.

En déduire lavaeur (en mm) des graduations du curseur,

Un abre et guidé en rotation poulie 1
par deux pdiers a roulements en B
et C et supporte deux poulies a ses
deux extrémités A et D. F schémati-
se la charge exercée par les poulies.

patier 1

S EI est supposé constant, détermi- . |
ner la déformée de I'arbre e la A le b le—2 o
fleche au milieu de BC. Fle L >"F
Rép
=J:FI x +[3a"’+3ab)x 2d°- Sazb’ Fig. 17
V= 3 —ax2+(2a +ab)x—a -a b1

ab*

b

"8

]
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d Reprendre |'exercice 7. Pour_auelle valeur de a la fleche au milieu de BC est-élle
égdeacdlesen A e D ?

Réponse

a= 0,152 L.

I fﬂ%f}eorendre I'exercice 7. Les poulies sont mises a la place des paliers et inverse-
ment (Fen B et C). Déerminer |la fléche au milieu de BC.

Réponse

f=-£9.(317-4a)

Q Reprendre I’exercice 7. La poulie 1 et le palier 1 sont inversés (I?en Bet D);
a=b = L/3. Déerminer la fleche en D. S F, et Fy sont différentes, pour aquelle

valeur de F,, lafléche en D est-elle nulle ?

Réponse

M Une poutre principale (1) de
pont roulant est réaliste a partir
d'un profilé IPE de 450
(I, = 33 740 cm?). La poutre sup-
porte une charge concentrée

P =5000 daN en C (action d'un l
palan) et une charge répartie , g=T776daN.m™ I.P’(s 000 daN) |
= - A i |
g S dag (shemapise e, T 4 d I,
gueur. Déterminer la déformée de e Uzﬂ - 340 - w2l 5 30
la poutre et la fleche maximae
(E = 200 GPa).
PN Réponse Fig. 18
£20, 70
Reprendre 'I’e"xercice 11 avec y N\
une poutre p_r|nC|paIe de potence 2 (palan) 1 3, 5
pour manutention : IPE de 330 ; L = J_/“ = =
I[=11770 cm*; P =2 000 daN |
en B;q=49,1daN.m?; 0
L = 4900 mm. nE
Réponse P ! 4
fz= 34,81 MM, [ g=49,1 daN.m™ .
IR EENEEERY SN
Pl L = 4,900 mm X
(2 000)
Fig. 19




FLEXION
SYSTEMES
HYPERSTATIQUES

OBJECTIFS
m  Ddinir la notion de systéme hyperdtatique, donner des
exemples.
W Développer les méthodes de calcul par superposition et par
intégration.

Un systeme, ou une poutre, est dit hyperstatique chaque fois que les actions de contact
exercées par les liaisons ne sont pas calculables a partir des équations du principa fon-
damenta de la Satique.

Les actions ne pourront ére déterminées qu’ apres écriture d' autres équations obtenues
apartir des déformations du systeme. Plusieurs méthodes sont ici possibles ; deux seront
étudiées.

Exemple 1
l F Mz [ equations
A — N A+B=F f hH
A F(M=-Ale @)
L2 2 équations a 3 inconnues : A, B et Mg:
le systtme est dit hyperstatique d'ordre 1
Fig. 1
Exemple 2
#
F équations
v A+B=F )]
A B My=Mg—Fb+ AL (2)
a P b ‘
- L o 2 Equations & 4 inconnues : My, Mg, A et B;
- le systéme est dit hyperstatique d'ordre 2
Fig. 2
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| - Méthode par superposition

L'utilisation du théoreme de superposition, présenté au chapitre précédent, permet de
ramener un probléme hyperstatfque a la somme (addition algébriquel ou vectorielle) de
deux ou plusieurs problemes isostatiques, dont la résolution est dassique et connue
(formulaire.. .)|

1. Poutre sur trois appuis avec charge répartie q

Cet exemple classique est appli-
cable a des dispositifs variés
(cuve, structures, etc.). Prenons

: e : " 12=1000mm T L2 =1000 mm
le cas dune étagére sur trois - > >
appuis. g schématise le poids des g =100 daN.m™*
livres et objets divers. Al ¢ ¢ l l Y * ‘ ‘ ¢ Y

c
a) Etude statique ; 2=1m 2-=1m

A+B+C=adql (1 b
A=B(ymérie R |
On a deux équations a trois 1A ¢l Bl
inconnues : le systeme est dit
hyperstatique d ordre 1. o 3

b) Systéme isostatique associé

Afin de pouvoir appliquer le théoreme de superposition, remplacons I'appui C par la
charge (3 gu'il exerce, en remarquant que C doit avoir une intensité suffisante pour
entrainer une fleche nulle en C : y, = 0. Notons que I'on pourrait procéder de fagon

analogue avec les appuis A et B. C présente |'avantage de donner un probléme symé-

trique plus simple a résoudre.

| e i ;
SEHAEET ol EEREEEN, ‘

(& - & &

i

!

—
C devient une donnée du probléme et les équations de la statique s écrivent :

e
A—B-qu 2C

Fig. 4

c) Théoreme de superposition
Appliquons le théoréme pour diemimer |k fféstie v een C.

A C

4 3‘ q
I, = £ 4+ Ty

&

~5qL4
Yc y‘ld B 4-5-% y‘Zd 2 334 El

Figl 5




4 /. rlexion - systemes hyperstatiques

y, C &'y, ¢ sont obtenues a partir du formulaire du chapitre précédent.

cL® 5qL*

Ye=Yic*+Vec = 2@ F]~ 384E] - 48E]

_5qL
-8

sachantqueA+B +C=qLavec A =B ‘ A

d) Résultats et diagrammes

Une fois A, B et C connues, la suite de
I’ &ude se rameéne a celle des chapitres
précédents.

ratenC:

Remarquons que ce moment fléchis-
sant maxima est quatre fois plus petit
que celui d’une poutre sur deux appuis
A et B. Avec un gppui supplémentaire
en C, on multiplie par quatre la capa
cité de charge de la poutre. Dans les
deux cas, la zone fragile reste la sec-
tion C.

e

8

5qL)=O

3qL \
=B=-—————-
16
3qL _5qL
A=3= A C-%- 3L
4 g=100daNm'  4°=76
v ¥y vy IR’
Al 1p=tm | 2=im

2. Poutre encastrée avec charge répartie
et appui supplémentaire a son extrémité
Cet exemple, lui auss trés classique, est gpplicable & de nombreux dispostifs.

a) FEtude statique
A+B=qL

Mg =-AL +

(1)

aL g

On a deux égudtions a trois incon-
nues : A, B et M; ; le systéme est
hyperstatique d'ordre 1.

b) Systeme

. L=2m .
q=100 daN.m™1
ST Tl T,
c
—al2
M maxi =LRL (zone fragile)
Fig. 6
q
A
B
74’“ q Ay
/4
Fig. 7

isostatique associé et principe de superposition

Méme démarche qu' avec I'exemple précédent : remplagons I'appui A par la charge A
gu'il exerce, en remarquant que I'intensité de A doit entrainer une fléche nulle en A :
y, = 0. On pourrait procéder de fagon analogue en remplacant |’ encastrement B par

une articulation plus un couple M.

Appliquons le théoréme de superposition pour obtenir la fleche en A.
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_-qt
y1A=3T J/zA—W
Fig. 8
AL3_CIL4_L_3(§_£J_ _3qL
Ya- VtVa-FE-gETEI3 8,°0 = (A g
2
il en résulte que : B=§%[—' et M3=qé'

¢) Résultats et diagrammes

_gx® 3glL
M; 4p "= d X

2 8

Le moment fléchissant maximal apparait a
L !
I’encastrement B : M; . =-g-8-— :

Remarquons que ce moment maxima est
quatre fois plus petit que celui d'une poutre
encastrée sans appui en A. Autrement dit, en : |
mettant un appui en A, on quadruple la capa
cité de charge de la poutre. Dans les deux cas,
la zone fragile reste I'encastrement.

Fig. 9

|1 « Méthode par intégration

La méthode reprend le principe des intégrations successives a partir de M, = = Ely”
abordé dans le chapitre « flexion - déformations ».

Les conditions limites aux appuis supplémentaires permettent de déterminer les actions
inconnues en fournissant des équations supplémentaires.

Exemple : reprenons I'exemple 2 dintroduction, avec @ = b = L/2.

Remarquons que, par symétrie: A = B= F/2 e M, = M;.

M,, ou M, reste indéterminé et le systeme
est hyperstatique d’ordre 1.

Fx
Mac=M,y-Ax =M, - =

2
F
M; ac ZTX -M,

Ely”,c ==

2

Ely’pe = X

3 2
Ely,c =F1—’§—MAXE+ Cix + C,.

Fig. 10




27. Hexion. systémeShyperstatiques

Les conditions limites a I’ encastrement A permettent de déterminer les constantes C,
etC,.

Pour x = 0, y,, =0, ce qui donne C, = 0.

De méme, la pente de la tangente en A et nulle ; y,. = 0, ce qui donne C, = 0.

De plus, au centre de la poutre, pour x = L/2, la pente de la tangente en C est nulle :

 _oF(LY_ L _EFL
EIyAc—O—4[2) MAZ donne A=3
Résultats

» _Fx( _L _f_xf(ﬁ_é)
VAC-4EI("‘§]6 U %=4F37a

EXERCICES A RESOUDRE

Ret rouver les réaultats de I’ exemple du paragraphe 2 avec la méthode par inté-
gration.

Q Reprendre I'exercice 1 avec I'exemple du paragraphe 11.

O un cylindre ABC de diamétre
30 mm egt usné en tournage mixte.
F (1 200 N) schématise les efforts

e . A-A
de coupe et de pénétration exerces
par I'outil. o
a) Déterminer lesactionsen A et B, & Ty

s a=b =150 mm.
b) En déduire les diagrammes des T
et des M;.

Fig. 11
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B} Reprendre I'exercice 3 avec a différent de b;a+ b = L. Pour_auelle_valeur de a
les deux moments flechissants maximum du diagramme des M; sont-ils égaux ?

Réponse

14

1 y_ZLS

a=Eb(s1*-v) ;B -Ed31-q); M,=Eab(L+b); a=0586L

Reprendre. I'exercice 3 avec
deux outils travaillant simultané
ment.

Réponse

— —

F F
120 daN 120 daN
B
c D
3 U3
(100) (100)
[

Fig. 12

O Pour I'aile d avion (ABC) pro-
posée, la charge répartie ¢
(1 100 N.m™) schématise I'action
de l'ar. Le maintien de l'ale est
assuré par une barre BD supposée
indéformable. L'éude de I'ale en
flexion se ramene schéma de la figu-
re. Les efforts de compression dans
le trongon BC sont négligés.

a) Déterminer les actions exercées
par les appuis en B et C.

b) En déduire les diagrammes des T
et des M; entre A et C.

EEERERIERERE
4 3140 S 230 f"‘x
L 5 450 .

Y

Une poutre encastrée a ses
deux extrémités A et B supporte
deux charges concentrées F en C et
D, symétriguement.

Déterminer les actions aux encastre-
ments et la fleche maximae dans la
poutre.

Réponse

A,=B,=F

M.=My=F2(L-q)
_Fa -
f—24EI(3L 4a).

E
é»l

Dy
_ _ 2 I

1

Fig. 14

BN 366




< /. riexion -~ SYJATIES TNyperdlfues

B Un arbre de transmission ABC,
guideé par trois pdiers a roulements,
transmet de la puissance entre deux
p_o)ulies.

T schématise |’ action de la poulie et
des courroies sur I'arbre.

a) Déterminer les actions exercées
enA,BetC.

b) En deduire les diagrammes des M,
et le moment fléchissant maximum.

poulie 1
palier 1

poulie 2
palier 2

palier 3

Fig. 15

9] Reprendre I’exercice 8 avec une seule poulie en J ou une seule charge T'en J

(pas de charge en I).

Ré:

-_3T p_11T ~ _13T _13TL
Av‘ 32 ’By— 16 'Cy— 32 3 Mien = 64
Qd un pont provisoire est construit

a partir d'une poutre AB et d'un
flotteur de section transversde S.
La charge répartie q schématise le
poids de la poutre et le poids des
véhicules qui circulent. On suppose
gu’au repos (pour q = 0), le flotteur
N’ exerce aucune action.

a) Etablir une relaion entre S, L, q,
ElL y, ('enfoncement en C) € la
masse volumique de I'eau

(p = 1 000 kg.m-3).

b) Quelle doit ére I'action en C (&} pour

que la fleche en C soit nulle y, = 0) ?

berge

flotteur

Y

- C

pranTasTRRTRITY Ny

Fig.16

O une cwve complétement rem-
plie repose sur trois gppuis A, B et
C. La chage répartie q
(2 000 daN.m™) schémdtise le poids
de la cuve e du liquide qui y et
contenu.

a) Déerminer les actions exercées
par les gppuisen A, B et C.

b) Tracer les diagrammes des T et
M. Quéleed lavdeur du M; ., ?

g=2 000'daN.m
I EEEEEEEREK!

L=4m L=4m

Fig. 17
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O Reprendre |'exercice 11 en sup-

posant la cuve remplie sur la maitié {

BC Re \ q=2000 daN.m

A =-00625aL; v A, [IRRREEEERER]

B=0625 gL ; $

c= 04375 gL

M o = 0,0625 qL2. ‘
[=4m | L=4m

1
Y

Fig. 18

a Un marbre en granit, utilisé en
métrologie, est posé sur trois paires
de pieds en A, B et C. La charge
répartie q (900 daN.m™) schématise
le poids du marbre.

a) Déterminer les actions exercées
par les appuis en A, B e C.

b) La contrainte admissible en com- _; 320 1 880 S 880 _1 320
pression est de 200 MPa, cele en

traction de 20 MPa. Comparer ces ¢ ' EEERUNEERER ¥
valeurs avec les contraintes dans le  [F AL\, g=900daN.m ,%{3 ¢
marbre.

Fig. 19

Un pont a poutre continue
repose sur quatre appuis A, B, C et
D. La charge répartie g schématise
le poids du pont et des véhicules qui
circulent.

a) Déterminer les actions exercées
par les appuis.

b) Tracer les diagrammes des T et L L L
des M, indiquer la valeur du

moment fléchissant maximal. Fig. 20

Réponse

a Reprendre I’exercigg 14 avec
des charges concentrées F au milieu T 7
de chague travée. A l

-D=1E B .c-2F y .-IFL
A=D=TL  B=C,= B0 i Mims= T3t "

|
Ré l
1
)
1




FLEXION DEVIEE

OBJECTIFS

B Déinir la notion de flexion déviée

B Déemine les contrantes e le plan neutre lorsgue les  poutres
ont au moins un plan de symétrie.

B Trater le cas des poutres non  symériques.

Les études de flexion des chapitres précédents sont limitées a des poutres ayant un plan

de symétrie (X, y) passant par I'axe ou la ligne moyenne (x).

Les charges sont supposées agir dans ce plan de symétrie. Il en résulte notamment que
les poutres se déforment dans la direction y du plan de symétrie, encore appelé plan de

flexion ou plan de fléchissement.

Dans ce chapitre nous alons aborder I'étude des poutres non symétriques et le cas des
poutres symétriques non chargées dans leur plan de symétrie.

i C i ) — | mma—
| B _I G L
| |
— =T — -
a poutres ayant b) poutres ayant C) poutres
une double symétrie une simple symétrie non symétrique

On se place dans le cas ol la poutre n'est pas chargée suivant un plan de symétrie (dans
le cas contraire, il y a flexion simple et non plus flexion déviée).
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P y}\Q
. /
de symétrie W !

T et plan
des charges , plan

/ des charges

— | 2]

M; /

T G \ z G
plan

de symétrie

plans
de symétrie

a) cas d'une flexion simple b) cas d'une flexion déviée

Fig. 2

L’ é&ude de la flexion déviée, du type de cdle indiquées par la figure 2, se raméne ala
superposition ou a I’ addition (vectoridlle) de deux flexions Smples, définies a partir des
plans de symétrie (fig. 3).

flexion dévie flexion simple N° 1 flexion simple N° 2
dans le plan (x, 2) dans le plan (x

?y Ay
|

My = M,.sin & M, =M, cose

Fig. 3

1. Contraintes

S on néglige les effets de I effort tranchant T, la contrainte en un point A, de coordon-
Nées (v, z,), dans le systeme d axes (G, Y, 2), est la somme (algébrique ou vectoriglle)
des contraintes dues a chacune des flexions smples M, et M,. Autrement dit :

Mf  Mf
GA"“?{‘.ZA—“'I:{.})A

avec:y,., et z,, coordonnées de A dans (G, Y, 2) .
M, =M, sng e M, =M, cos8 son les projections du moment fléchissant M; sur
lesaxesy et z.

I, et I,, moments quadratiques de la section par rapport aux axesy e z.



28. Flexion déviée

Remarque y
Dans le cas de la figure (v, > 0, A
engendre des contrai ntes posmves en A
A (contraintes de traction), alors que | [FT~ M,
) . |
M, donne des contraintes négatives \ 4
(contraintes de compression), ce qui g M, |G
explique le signe moins de la formule
indiquée (fig. 5).
Fig. 4
axe neutre
‘\GA
\D > \D ’5' ///
/ 0'2/ N '7/ j>/
I v \ w2 T
Mfz | // G \,/G\ 4 N
X . k\\A
\ —_—
—a\ \/5 OB
\ N s
C T \C \ e g
Teo \A/_.
o
contraintes dues & AT,; contraintes dues a W contraintes totales
Fig. 5
Remarques : pour la figure 5
_ Mf
O2c = 028 = Opmaxi = 7+ Ymai = = Opa = = Oyp
My, _ _
O10 = 01 = Olmai = ] *Zmaxi =~ %14 =~ Ou
Oc = Olmaxi + O2maxi 5 0)1}3 = 02maxi - o-lmaxi > O-A == (O-lmaxi + o-2maxi) ; Op = o-lmaxi - O-Zmaxi

Les contraintes o, €t o, sont des contraintes de compression (< 0) et les contraintes g,

et 0 sont des contraintes de traction (> 0).

2. Plan neutre (NN) ou axe neutre

nulles :

Le plan neutre est le plan ou les contraintes sont
O'_MI—f" —NIIf’.y=0 donne o/ My
v z )
ML) v ([ Mfsin6)(L p
t = L= = e—— | 2
ane (Mf,}[ly] z [Mfcose I,
dau

Ty
, A
N I
Gl -

\\ )
c

! f,
—. ] fifleche) ¥
plan neu re A plan de déformation

Fig. 6
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Remarque : les contraintes sont maximales aux pointsles plus doignés (A et C) du plan
neutre et les déformations (fleche f) se font perpendicularement a cdlui-ci.

3. Exemple 1

Un profilé IPN de 200 supporte un moment fléchissant M; de 5 000 Nm, dont la direc-
tion est inclinée de 30" par rapport al’ axe z. Déerminons les contraintesen A, B, C et
D et les contraintes maximales dans la section.

Résolution

Les dimensions et caractéristiques du profilé sont
données par des tableaux de dimensions (voir _— "
chapitre « moments quadrati ques »). '

]y =117 cm?
I, =2 140 cm*

100

Coordonnées des points A, B, C & D dans le
sysémed axe (G, Y, 2)

Y, =100;ZA=—45;yB=—100;ZB=45;
Ye=-100;2,=-45;y,=100; z, = 45 mm. '
Composantes du moment fléchissant 1\7: sur les

100

plan

axes (y, 2): neutre
M, = M, cos@ = 5000 x cos 30" =4 330 Nm. . n\ Lr
M, = M, sin 6 = 5000 x §in 30" = 2 500 Nm. s N
Contrainte au point A : Fig. 7
0. _Mf, M/,

A

I /N I . Ya

(2500x 10°Nmm)z» (4 330x 10° Nmm) ,
117x 10* mm* 2 140x 10*mm*
= 2,1367 z, - 0,2023 ya
=2,1367x(-45)-0,2023x(100)

=-96,15-20,23
=- 116,38 MPa

Contraintesen B, C e D : méme raisonnement qu'en A.

05 = 2,1367 z; ~ 0,2023 y, = 2,1367 x (45) - 0,2023 x (- 100) = 116,38 MPa
0c = 2,1367 z; - 0,2023 y,. = 2,1367 X (- 45) - 0,2023 X (- 100) = - 75,91 MPa
o, = 2,1367 2, - 0,2023 y, = 2,1367 x (45) = 0,2023 x (100) = 75,91 MPa

Plan neutre NN :

2140
117

a=arctan (é tan 0} =arctan {

: tan 30°J -84.6°.
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Remarques : les contraintes a droite du plan neutre NN sont toutes des contraintes de
compression (contraintes négatives) ; o, = = 116,38 MPa est la contrainte de compres-

sion maximale. Les contraintes a gauche du plan neutre sont toutes des contraintes

de

traction (contraintes positives) ; o = 116,38 MPa est la contrainte de traction maximale.

4, Exemple 2

Un profilé UAP de 250 et
soumis a un moment fléchis-
sant M; de 2 000 Nm dont la
direction est inclinée de 10"
par rapport a I'axe z. Les
axesy et z sont les axes prin-
cipaux dinertie de la section
du profilé.

Déterminons les contraintes
aux points A et B.

125

, . Fig. 8
Résolution 19

Les dimensions du profilé sont indiquées dans le chapitre « moments quadratiques » :

I,=296,7 cm* et I, = 4 136 cm*.

Coordonnées des points A et B dans le systéme d'axes (G, y, 2) :
y, =-125;z,= 60,4 mm

y, =125 ; z; = - 24,6 mm

Composantes du moment fléchissant suivant y et z :

M, = M, cos 10" = 2 000 cos 10" = 1 970 Nm

M, = M, sin 10" = 2 000 sin 10" = 347 Nm

Contrainte au point A :

Mf, Mf
O-A=—Iy_f -ZA_ Lf .y.,:

(347x 10° Nmm|x 60,4 (1970x 10 Nmm] X (- 125)
296,7x 10* mm* 4 136x 10* mm*

0, = 7,064 + 5,954 = 13,018 = 13 MPa

Contrainte au point B :

_Mp _Mf _347x(-24,6) 1970x125
=T T YT T 2067 ~AT360 ~

- 8.83MPa

B
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Plan neutre NN :

I _ 4136 ol = o
a=arctan (T; tan 9) = arctan(296,7 tan 10 ) 67,86

Les contraintes en A et B sont les contraintes maximales dans la section. Les points A
et B sont les point les plus doignés du plan neutre NN.

Remarque : les contraintes a droite du plan neutre NN sont des contraintes de com-
pression ; oz = - 8,83 MPa en et la contrainte maximale. Les contraintes a gauche du
plan neutre sont des contraintes de traction ; ¢, = 13 MPa et |a contrainte maximale.

[ -Poutres non Symetriques

La poutre ne possédant aucun plan de
symétrie, le premier travall condgtera a
déerminer les axes principaux d'inertie (U,
V) delasection (angle ).

Remarque : pour les profilés usuds (cor-
nieres inégaes, etc.), utiliser les tableaux
de dimensions des fabricants.

Une fois les axes principaux U et V
connus, I'é&ude de la flexion déviée est
identique a celle du paragraphe 1, en pre-
nant les axes principaux comme axes de
cdcul (repere de cdeul (G, U, V)).

M, = My + My, Fig. 9
My = M,;9n 6 e My, = M; cos 6

Pour le point A de coordonnées U, €t V,,
la contrainte et :

on= Ml v, Mk y,
I Iy

Pan neutre (ou axe neutre) NN :

tana= [I—VJ tan 8~
Iy

Fig. 10

Exemple : une corniere a ailes inégales 150 x 100 x 10 supporte un moment flé-

chissant M; de 2 000 Nm dans la direction z. Dé&erminons les contraintes aux points A,
B et C.

s EEY/



28.  Flexion déviée

8 y
| (=]
. ]
. Mt G Y
|
\ -
y
77 ! 5,
————————~ e
- 100 _ v
Gig. 11 Fig. 12
Résolution

Les dimensions du profilé et les axes principaux d'inertie de la section V et U sont indi-

quées dans les tables de profilés :
[,=552 ¢cm*; I, =198 cm* ; I, = 113 cm*; [, = 637 cm®.

Remarque

L+L=1,+1,

Coordonnées des points A, B, C dans le systeme d'axes (G, U, V) :
V,=268mm;U, =103 ;V;=525;U;=-75;V.=-41;U,=-34
Coordonnées de M, sur les axes (U, V) :

My, = - M, sin 23,84° = = 2 000 sin 23,84° = = 808 Nm

M;, = M; cos 23,84° = 2 000 cos 23,84° = 1 829 Nm

Les axes principaux sont inclinés de 23,84° par rapport aux axes (y, z).

Contrainte en A

o =My, Mb y, _i(-808x 10° Nmm )x26,8 " (1829 10° Nmm| x 103

L, 4 1 A 113x 10* mm* 637x 10*
=-19,16-29,57=-48,73MPa

1829x(- 75}, _808x52.5
GB IU . (/15 IV .UB = 1130 6 370 == 16 MPa
oMby _Mi ) c-808x(-41) T 1829 x (-34) _39MP
L ¢ ¢ 1130 6370 a
Plan neutre NN :
o =arctan (I—V x tan 6| = arctan [@ xtan 23,84°|=68,13°
I 113

Remarque : les contraintes a droite du plan neutre (oc étant la contrainte maximale)
sont des contraintes de traction. Les contraintes a gauche du plan neutre (o, éant la
contrainte maximale) sont des contraintes de compression.
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EXERCICES A RESOUDRE

* | Une poutre IPE de 600 (h=600; b=220;1,=92080 cm*; I, = 3 387 cm)
encastrée en A supporte a son extrémité B une charge F 1égérement indinée de
6 = 1,2° par rapport ala verticae y. Déerminer les contraintes maximales en D et
E dansla section d' encastrement A et I’ orientation du plan neutre. Comparer avec le
cas9=0.F=100kN;L=1,5m;het benmm.

Réponse

op = 59Wa; oz =-59 MPa; @ = 30"; O,u6-0= 48,9 MPa.

Fig. 13

L Unepoutreen T supporte un

moment fléchissant maxima M; de . 7 ,
1 875 Nm incliné de 30" par rap- M‘ i
port a I'axe z. Déermine les N v
contraintesen A et B et I’ orientation =309 <
du plan neutre. - NG
. z

g,=748MPa g, == 90,4 MPa ; o = 21R,42, g w

8. Y Y

40 | 20 _ 40
Fig. 14
Une corniere a ales inégdes y Uy
150 x 100 x 10 supporte un T 7 5k
moment fléchissant M; = 1 000 Nm c
porté par I'axe z. Déerminer les y E
contraintes maximales and que ~__ e
I’ orientation du plan neutre, P a
Données : - -
U eV : axes principaux "
tan f=0,442 ; I, = 552 cm?* ;
I,=198 cm*; I, = 634 cm® ; A
I, = 112 cm*
Fig. 15
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SOLLICITATIONS
COMPOSEES

OBJECTIF

m  Donner la valeur des efforts intérieurs et des contraintes pour
les principales sollicitations composées : flexion + traction ;

flexion + torsion ; traction + torsion ; traction + cisaillement
torsion + cisaillement.

Les poutres sont parfois chargées de fagcon complexe et les sollicitations engendrées,
appelées sallicitations composées, ne peuvent pas étre étudiées et schématisées directe-
ment a partir des sollicitations smples : traction, cisalllement, torson et flexion.
Cependant, dans un grand nombre de cas, les éudes peuvent étre ramenées a la super-
position de plusieurs sollicitations Smples.

[ - Flexion +traction

1. Efforts intérieurs : N, Tet M,

La poutre encastrée proposée sup-

porte une charge concentrée F en

B, indinée de I'agle a V

La charge peut se décomposer en - - - -
une charge transversde F, e une | |

charge axide F,, toutes deux agis- < Z
santen B. A };y=Fsina

F, engendre de la flexion avec _ My=F,L
efforts tranchents T e moments ﬂ\g\&:@
fléchlsgants M,. _ Fxmﬁﬂ - - T
'F, améne des efforts normaux N <
comme Ceux rencontrés en trac- vA=F
tion. Fig. 1
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Remarques : |’ éude peut étre abordée par le théoreme de superposition.

A M, AF, LG
\ Ay pEan— A=Fy
;—65 Ay = F‘_ET‘—“T—" + Gg-—-ar)
g 5 X [
\ ~ v
A (traction) (flexion) A= fy

Fig. 2

Les efforts intérieurs N, T, M; peuvent ére mis sous la forme de diagrammes (méme
démarche qu'en flexion).

N‘ T‘ ) M

T=F,

X

O
=
=¥

[TTLrs e

[]]
N=-F,
Mimaxi == L

Fig. 3

2. Contraintes

1l y a superposition des contraintes résultant de la flexion avec cdles engendrées par la
traction. Les contraintes s additionnent agébriquement ou vectoriellement.

Flexion + Traction I Traction Flexion

contraintes  normales contraintes  normales
_M.,.My o, Contumes + a:M.y

STE - :
contraintes  de  cisaillement C== contraintes  de  cisaillement
T= T=5—7

Lb I Lb

Fig. 4

Cas des contraintes normales

l (flexion t traction) (traction) (flexion)
N M M
7=s"T" . o= -l
nouveau "
-JW : > plan neutre
—_——— > |
= — s + — \ / —
G G S\AA }
> Y -
S Ny
= Mf ﬂ o= N = M
o-7z—.v tg 3 = /z'V

Fig. 5

I 37



2.

Sollicitations  composées

Remarque : il y a déplacement
du plan neutre et celui-ci ne passe
plus par le barycentre G de la sec-
tion comme dans le cas de la
flexion. L'dlure des contraintes
dépend de leurs intensités respec-
tives, trois formes variantes sont
indiquées sur les figures 5 et 6.

nouveau
plan neutre "\

— oM N
____»\o-man:*l;-v*'?

plan
neutre

Fig. 6

3. Cas des poutres avec charge axiale excentrée

Exemple 1

‘| @=excentration
\

. Q‘V P\ L
U B M= Fe
-— 7 §a
e 77 . — i S L U
B
—-
Fig. 7
Exemple 2
-F— Y /= F -F
<-_\———\ al o //——|
N— ! _J >
a 3 F
Fig. 8

—
Dans le cas de la traction ou de la compression, une charge axidle F excentrée par rap-
port a la ligne moyenne engendre un couple de flexion supplémentaire (F X e).
L’étude se rameéne a celle des paragraphes précédents avec M; = F . e.

Les contraintes tangentielles 7 sont nulles et les contraintes normales deviennent :

0=

nl=Z
wim

+—A—I:I—‘><y

F.e.y

+

| - Flexion +torsion

Ce cas est fréguent avec les
arbres de transmission.

Exemple arbre cylin-
drique ABC, en forme de L
ou coudé, encastré en A et
supportant__)une charge
concentrée F & son extré-

mité C. Fig. 9
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DENREERE 380

Le troncon AB de |a poutre est ala fois sollicité en torson (M; = E3) et en flexion (M;
engendrée par F en B).

L’encastrement A et la zone la plus chargée : couple de torson M; = Fa (axe X),
moment fléchissant M, = F . L (axe z) & un effort tranchant T = F (suivant y) qui sera
en générd négligé dans la plupart des éudes.

1. Etude des contraintes

Flexion : Flexi Torsi
contrainte normale maximale exion + Torsion
2 Tadmissible = (“2—) +7
Torsion : ' L
contrainte de cisaillement maximale d'aprés theorlg d_e la
M . . contrainte du cisaillement
T==L.v ’ ‘ maximal appropriée aux
I métaux  ductiles

Remarque : pour un arbre circulaire de diamétred (V = d/2), la contrainte peut enco-
re s écrire (I, = 2I, = nd*/32) .

o R -

“(nl‘? \ MT +Mf)
adm

2. Moment ideal de flexion (M,)

Ce moment permet de faire les caculs de résstance comme s la poutre éait unique-
ment sollicitée en flexion.

Formule de Mohr-Cacquot

Mﬁ ( )M""—I\I /MT + M? -’avec A=%‘i’i
*pe

R, . contrainte admissible au cisaillement du matériau
R, : contrainte admissible en traction ou a I'extension du matériau

La condition de résistance s exprime par :
o= (% v) <R,

Approximations  usuelles  indicatives
Pour lesaciers: 4 = 0,5 ; pour certaines fontes: A =1 ;
Pour les matériaux moulés: A = 0,8.




29. Sollicitations  composées

11 - Traction +torsion
et traction plus cisaillement

S ¢ est la contrainte normale engendrée par la traction et 7 la contrainte de cisaillement
résultant de la torsion ou du cisaillement, la condition de résistance peut s écrire :

voZ+4 12<R,,

IV -« Torsion +cisaillement

La torsion et le cisaillement aménent des contraintes tangentielles 7de méme nature, et
faciles a additionner. La condition de résistance peut s écrire :

T i = ¥ g (cisallement) + 7 .., (torsion) = T +% V<R,
D

EXERCICES A RESOUDRE

La vis proposée est encastrée
en A dans une poutre en bois e
supporte une charge concentrée F,
inclinée de 45°, a son extrémité B.
Si la contrainte admissible en trac-
tion du matériau de la vis est de,
200 MPa, déterminer la charge F
tolérable.

Fig. 10

Bl Reprendre l'eecce 1 aec F =141,4 N @ d = 6 mm._En dédlire la cortrainte maxi-
male exercée dans la vis.

Réponse

O = 192 MPa.

Un tube (D = 800, d = 780),

dont le poids est de 200 daN par c

meétre, est transporté par deux

dingues AC et BC inclinées de 30". -

Déterminer la contrainte normale 30°

maximae dans le tube, s on néglige ‘

les effets de l'excentration des

charges en A et B. < M >
Fig. 11

800 /
w

30°
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382

4 Reprendre I'exercice 3 en tenant compte de I’ excentration. e = 400.

Rép
Opa = L. 25 MPa.

déeminer la contrainte normae

Une petite presse d assemblage
se compose d'un sode fixe (3),
d une téte pneumatique (1) réglable
en halteur sur une colonne cylin-
drique (2) de diamétre 75 mm.

S I'éeffort F exercée est de 20 kN,

maximale dans la colonne.
Fig. 12:

Dé&eamine la contrainte maximae

ALa poutre ABC, de section rec-
tangulare 15 x 80 mm, supporte
les charges concentrées suivantes
(en N) . AA
F 3 500 Ay
7 500

8 690
- 10 360 N
== 12190
C, = 2860

v

-

o _mnm

]

W]
o
~A
o

<

-

C

O

15

y

dans la poutre 5 on néglige les
effets des efforts tranchants.

Ré

P

Crma = 85 MPa. Fig. 13

O L’éude du bras (2) d'un transporteur de laitier (fransporteur spécial) se ramene
schématiquement au dessin indiqué. Les forces B, ,” C,, et D, sSchématisent les
actions exercées par les solides (5), (2) et (3) dansle casle plus défavorable.

a) Tracer les diagrammes des efforts normaux N, tranchants T et des moments flé-
chissants M;. Quelle est la particularité du My en [ ?

b) On impose une contrainte admissble en flexion de 10 daN.mm2. Déerminer
I’ épaisseur e minimum a donner a la section H.

<200 8
h l /é\ bras2
| |
A e  — D
-~ (o———F—"—=9
8| = H - B, /(22 953 daN) !
v ¥ 30; X8
l y E- - \
Y : : ol ~ !
A gy = / 30 —_—
3 H X
7] Co=24 878 daN [\'c" A
C,=—- 2 816 daN 1 bie | D3y, (10 000 daN)
L. 1,3m N 1.8m |

Fig. 14
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L L '&udedelafléche (2) d'un chargeur sur chemllﬁpour tout terrain se ramene
schématiquement au dessin indiqué. Les forces A1 25 Bioses M5/2 et D3/2 schémati sent
les actions exercées par les solides (1), (3), (5) et (10).

a) Tracer les diagrammes des efforts normaux, tranchants et des moments fléchissants.
b) On impose une contrainte admissible en flexion de 8 daN.mm™. Dé&erminer |

I'épaisseur b minimum a donner a la section K.
Rép

N, = 9226 daN; T, = 8 048 daN ; M, ., = 79 150 Nm ; b = 39,3 mm.

fleche 2

b
Y
A

<180 mm
RN
‘!’)>
#
N
I
y
A
= o/

| , "
[=e]
ol : (14201 daN ' 3 !
= yo_JA Kl B B ‘ i Ip
K 5 % ; / .
41,1 | 7}500 , 5m 60"@
T 5 | ’ D. 2( 5 000 daN
(12243 daN) 0.7m e m >L 04m | 1m ¥ i< )
Fig. 15

B une presse de carrossier se compose d'une fourche forgée et d'une vis de
manoeuvre. L’ effort de serrage est F = 2 500 daN suivant I'axe de la vis._Déerminer |
les contraintes dans la section AA, en K et J.

Réponse

oy = 0; = 400 MPa.

Fig. 16

D Reyvendre I'exercice 9 avec a = 7. Comparer les résultats des deux exercices.

Q Une bidllette coudée supporte

deux forces _5 €gales et opposées, 7
dintensit¢ 15 kN. S la contrainte
normale admissible est de 100 MPa,
déterminer |'épaisseur a du profil.

Fig. 17
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Q Reprendre I'exercice 11 avec un profil circulaire de diametre d = 26 mm.

Déterminer les charges F admissibles lorsque I’ excentration e est égde a0, 420, a
50 et a 100 mm.

Réponse

53,1 kN ;7,45 kN ; 3,24 kN et 1,67 kN.

d un abre de diamdre
d =40 mm et frasé sur une moitié
comme I'indique la figure.
S I'arbre supporte un effort F de
25 kN suivant son axe, déerminer
les contraintes en A &t B.

O un profilé en H supporte un 13,
effort de compression de 500 kN 11 Llee
concentré au point A excentré de ,’1—
e = 67,5 mm. Le poids du profilé P — =
et négligé ; S = 97,3 cm?; ©
I,=4763cm4; I, =13 673 cm®.
Déerminer les contraintes maxi- 270
males dans le profilé. Fig. 19

i
280

[}

L Reprendre I'exercice 14 avec le v
profilé UAP de 300 propose et y

e= 24,82 mm.
S la contrainte maximae en com- | ®
pression est de 100 MPa, détermi- ¥ | ~ I T
ner la charge admissble en com-
pression.

Réponse profilé UAP de 300

F = 332 kN. Fig. 20

O Lebéon supporte peu ou pas

les contraintes de traction. Afin

d éviter ce type de contraintes, on

utilise des barres ou tirants en acier

qui compriment le béton al’ &t ini-

tid (précontrainte), avant montage poutre en béton (1 900 daN.m™) A
ou chargement. [

Pour la poutre proposée, caculer la ) z
charge de traction (F) nécessaire  df=3=z===z======Jh ¥1—
dans labarre pour qu'il N'y ait aucu- ij |barre de précontrainte A L
ne contrainte de traction dans le am 500
béton pour la postion indiquée. On - >
négligera les dimensons de la tige,

poids du béton : 1 900 daN.m.

{

F=20kN. Fig. 21
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29, ISollicitations  composées

O Unepoutre OF de section circu-
laire pleine, de diamétre 80 mm,
supporte alafois delaflexion et de
la torsion. La poutre et encastrée
en O et un bras IJ portant une char-
ge verticae F (directiony) est fixé &
I'extrémite I. F = 300 daN.

a) Déterminer les contraintes de
flexion et de torson en A et B.

b) Cdculer la contrainte maximae
de cisalllement dans la poutre. Fig. 22

6,=5).7TMPa;7, =% =149 MPa ; o, = 0; 7,,, = 33,4 MPa.

Reprendre |'exercice 17. S on impose une contrainte de cisalllement maximale
de 50 MPa, déterminer la charge F admissble.

Reprendre I’exercice 17. S on impose une contrainte de cisalllement maximade
de 50 MPa, dé&erminer le diamétre minima de la poutre,

Réponse

d =69,9 m

d  Un abred e transmission ABCD, de diamétre d = 60 mm, est guidé en rotation
en A et C par deux pdiers aroulements et porte en B et D deux roues dentées sup-
portant les charges indiquées (F; et F, en H et F) de direction verticde y. A et C
schématisent les actions des paiers sur Iarbre.,

a) Déerminer les diagrammes des T, M, et M; entre A et D.

b) Cdculer la contrainte maximde de cisaillement dans I arbre.

Tows = 6 kN ; My = 600 Nm ; M;., = 1 800 Nm ; 7, = 44,8 MPa.

" 300

=

palier 2

3000N 6000N
A=0 Cy=0
A{A=-85TN §{G,=9857N
A,=0 C,=0

Fig. 23

Reprendre I'exercice 20. S on impose une contrainte de cisaillement maximae
de 60 MPa, déerminer le diametre minima de I arbre.
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[ Reprendre I'exercice 20 pour la configuration proposée, avec poulies et cour-
1-oies, et un diamétre d’ arbre de 50 mm.

y { 500 400

palier 1

Ann ki

Fig. 24

Un plat d'épaisseur 15 mm est y
boulonné sur un poteau par quatre m - r
boulons de diametre 20 mm et sup- ——

porte une charge FI de 50 kN inclinée L HE R T —%3@ el

de 36,97 par rapport & la verticalley. : L 0 i
Déterminer les contraintes de g

— ol W e 17 g
cisaillement dans les boulons A et B i -4 e

résultant a la fois de la torsion T
autour de 0 (OA = OB = OC) et du

cisalllement ‘pur dans la direction F. F"ﬁ;;f‘ 240 >le
Réponse 10

7 = 64.8 MPa ; 1y = 103. 3MPa |

Q Reprendre |’ exercice 23 avec o S A 3 rivets @ 25
un montage utilisant trois rivets de
25 mm de diamétre et une charge F

g

lat

(30 kN) horizontale. Déterminer_les
contraintes de cisaillementl dans les
trois rivets en A, B e C.

i 100 ; 100
: i
& G
|
-
(]

: , 30 kN o

Un plat, boulonné sur un profi-
lé par 5 boulons A, B, C, D et E de it g Y e s ity
diamétre 12 mm, supporte la char- I ‘
ge verticale Fl de 20 kNJ Déerminer '
les contraintes de cisaillement dans -
chaque boulon résultant a la fois de
la torsion et du cisaillement|

profilé
Rép plat /
5,=0;1=177; =354,
z,=53; 7. = 70,7 MPa 5 boulons @12 ¥ F 20KkN
Fig| 27




FLAMBAGE

OBJECTIFS
m  Déinr le flanbage la chage d’Euler e la contrainte critique
d’Euler.

m Donner des notions sur le flambage plastique

B Dévdopper les principdes procédures de cdcul : Eule-
Rankine, Duteil, Euler (formule de la parabole), etc.

® Aborder le cas des charges excentrées.

Dans le cas du flambage, les formules éablies tiennent compte des déformations. Celles-
¢ ne peuvent plus ére supposees infiniment petites et négligées comme dans les cha:
pitres précédents. De méme, les forces extérieures ne sont plus proportionnelles aux
déformations et, dans certains cas, de grandes déformations peuvent étre causées par
des accroissements de charges infimes. Tous ces phénomenes sont connus sous le nom
d ingtabilité dadtique.

Les procédures de cacul des poutres flambées varient d' un pays al’ autre, d’ une profes-
son al’autre, en obéssant souvent a des normes précises. Nous nous limiterons a une
éude générde ayant un caractére universd.

1-Chargecritique dEuler F,

X
fI

Fig. 1
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Prenons le cas d'une poutre paﬁz}aitement droite avant déformation, articulée a ses deux
extrémités A et B, et chargée (F) rigoureusement suivant son axe ou sa ligne moyenne
(x). Utilisons la formule M, = = Ely” du chapitre “flexion - déformation” :

Ely”=-M,=-F.y (1)

ou Ew’+F.y=0

Equation différentielle qui donne aprés intégration :

y=C;sn "Ex(nzl,z,s,...)

C, est la fleche dans la section médiane (fig. 1). En
remplacant y par sa valeur dans I'égquation (1), on

obtient Fig. 2
2.2 n?E.
F=n—}f22 et Fo~ Lzl lorsque n = 1.

F,, est appelée charge critique d'Euler. Plusieurs cas sont possibles pour la poutre :

F < F_, : compression usuelle, la poutre reste droite, elle est dite en équilibre stable (il y
a stahilité dagtique).

F = F_, : la poutre peut rester droite ou fléchir (flamber) avec une fléche égale a C,, dle
est en équilibre neutre. A noter que C; = Y, et en général petit.

ax1

F > F, : il y aingtahilité en position droite (équilibre instable) avec une forte tendance au
flambage. C, augmentera trés rapidement avec un léger accroissement de F.

équilibre neutre

bille en équilibre stable équilibre instable

Fig. 3
Remarques
E
F, 1,0154 1,0637 1,1517 1,2939 1,5184

L 0,1097 0,2111 0,2966 0,3597 0,3958

a 20" 40" 60" 80" 100"
Fig. 4

Le flambage se produit suivant un axe perpendi- Iy LY
culaire a I'axe du moment quadratique le plus 4
faible. s ; ﬂ;

-] — -l
Exemple 1 % %
Pour les deux sections I, < I, le flambage se pro- zim
duit dans le plan (X, 2). Fig. 5



30. Flambage

Exemple 2 3 (b)
Pour les cing sections, toutes de méme aire (S),
(d)

cdle du triangle équilatérd (c) ext cdle qui résste
le mieux au flambage (21 % plus résistante que la

(€) &
Q

(©)

section  circulaire). Fig. 6

Il - Principaux cas

Le flambage des poutres dépend en grande partie de la nature des liaisons ou des appuis

aUx extrémités A et B.

1. Poutre encastrée en A et libre en B

n El 257 El
fos T F= BE
n=1 [n=3]
Fig. 7
2 22
F - El l y=f(1—cosﬂzn—l_x) aecn=135...
4LI
2. Autres cas - longueur effective L,
- 2 £ F - 472 El 20,19 EI
[
[y
-
)
Poutre encastrée a une Poutre encastrée a Poutre encastrée a une
extrémité et libre a I’ autre ses deux extrémi- extrémité et articulée a
L, =2L) tés(L,=0,5L) I"autre (L, = 0,7L)

Fig. 8

Remarque : les charges critiques peuvent ére obtenues en remplacant L par L, dans

laformule générde de la charge critique d’Euler :

E:r 1172LE I
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il - Contrainte critique o

La contrainte critiquel @, correspond a la charge critique F_| Lafleche C| = y,, &ant
fable, g peut &ére consdérée comme une contrainte de compression.
Posons | = Sr? avec S, aire de la section droite et r rayon de gyration :

E._¥ElL wESr | ®#EF

=*s5%7s " 8 %

o, =

A : _H -«
( L‘r = 7%:1 avec A % dancement de la poutre
g o

A = L/ caractérise laflexibilité de la poutre et permet de classer |es poutres ou colonnes
(courtes ou longues).

Exemple : dé&erminons la charge et la contrainte critique d’ un tube en acier

(E =200 GPa) ; R, = 240 MP4d ; Ll = 3 m) supposée articulée a ses deux extrémites.
_ T 4| _ -

I|= L=X1(801- 707] = 832 031 mm*

§=2(80*-70Y) = 1178 mm

Wi
r=./ % =/ 8%21,?31 =26,57mm ¥
k=
Fy= n?x 200 000>sz32 031 _ 180485N - E
30007 &
n°x 200 000x26,57 ° _
o = 30007 = 154,9MPa Y 807“
mm
iale % ~ 113
Fig. 9
Remarque
Le graphe proposé figure 10 donne "
la représentation de ¢ en fonctiorl f o M2l droite R = 240 MPa
de Al pour un acier non dlié usue oy B [Ezﬁz
r

(E = 200 GPa) e pour un dliage | 240
d duminium courant (E = 70 GPa)|
L’alure des courbes et hyperbo- :
lique et celles-ci ne sont valables que :
i ¢, < R, R éat la limite das-
tique des matériaux. 1
En conséguence, pour I'acier indi- | , :
qué la formule o et utilissble 0 5& 10 450 200
lorsque Al > 91 (A > 62 pour |'du- Cl
minium). ig) 10

pour un acier de
construction ayant

180 R, = 240 MPa

alliages d'aluminium
(R, =180 MPa)

¥

U
b=

S ) <91, les contraintes obtenues al’ aide de la formule sont supérieures alalimite das-
tique R,| Pour I’exemple précédent, avec Al = 113, I utilisation de la formule &ait donc
justifiée.



30. Flambage

Exemple 2

Déerminons la charge critique d'un profilé IPE XA

E =200 GPa R, = 240 MPa | I, = 15 442 186 mm®
I, = 45785 456 mm* ; S =5 890 mm? TY1 %

7°x 20000015 442186 y
= =1905kN
4 000°

_ /L, /15447186 _
'=\/5 =V " Bagy - °lLZmm

|
4000 T 1Ay
=415 =781<91 ‘Z s
Fig. 11

Fe

-+

4m

-

[

La poutre est une poutre courte pour laguelle on ne peut pas appliquer Euler. Le calcul
est un calcul de résstance en compression, charge limite :

Fiwe = R,S=240x 5890 = 1414 kN< F,

IV - Flambage plastique des colonnes moyennes

Lorsque les poutres longues ou dancées (A > A_) deviennent ingtables ou flambent, les
contraintes correspondantes dans le matériau restent dans le domaine dadtique (a<R).
S les poutres sont courtes, le probléme du flambage ne se pose pas et les sollicitations
sont uniquement en compression.

En ce qui concerne les colonnes moyennes (A < A,), I'instabilité ou le flambage se pro-
duit lorsque les contraintes dans le matériau deviennent supérieures a la limite dagtique
R.. De plus, quand ¢ > R,, le module d' dagticité longitudina E varie et diminue pro-
gressivement. Pour ces cas, Euler n'est plus applicable et il est nécessaire d’ adopter un
autre modele de calcul. Certaines procédures de calcul normalisées prennent en comp-
te ce phénomeéne.

[
8
Ry —————=
Re = pente £, < £ '
: |
! I
te £ de ! ;
| pente
i iadroite 04 L :
i “ore e > _contraintes plastiques | contraintes élastiques
o deformation olast colonnes courtes et colonnes élancées
élastique ion plastique moyennes

Fig. 12
Une gpproche possible est fournie par I’ utilisation d'un module d’ @adticité intermédiai-
re E, défini a partir de la tangente en un point sgnificatif B de la courbe (g, € du maté-
riau. E, peut étre variable ou chois comme vaeur moyenneentre E et E, .. La contrain-
te critique devient : | o _ 2 f"

cr A'
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V- Procedur esdecal cul

Les procédures varient d'un pays a I'autre, d' une profession a I'autre, d'une norme a
I"autre. Celles proposées dans ce paragraphe sont destinées aux résolutions d’exercices.
Incomplétes, elles ne fournissent qu'un aspect du processus de détermination qui fait
également appel a des normes et des légidations qui sortent du cadre de cet ouvrage.

1. Cas des poutres en acier

a) Méthode simplifi¢e d’Euler-Rankine
Cette procédure est souvent utilisée en France pour des éudes simplifiées.

Principe : la charge critique d’Euler (F,) ne doit jamais é&re atteinte.

Données et parameétres

F.am - Charge admissible par la poutre
2
Ao= nRE = éancement critique
€
. _Le L, = longueur effective (voir paragraphe 1)

r=4/ I—Sz = rayon de gyration de la section

R, : résistance pratique en compression du matériau
k : coefficient de sécurité adopté pour la construction
s . coefficient de sécurité habituel

Formule fondamentale : k=to 2R o

Poutres courtes
A < 20

Poutres moyennes
(20 =a = 100) *

Poutres longues
(A = 100) *

calcul de compression

cacul a partir de Rankine

calcul a partir d’Euler

R..S

N 392

R, .S .
Epm=R,..S Edm=% F;dmz_%
it ?(4]

* La méthode s utilise auss avec des poutres ou poteaux en fonte avec 80 a la place de
100 comme limite.

b) Méthode de Duteil

Cette méthode, normalisée en France pour certaines études, est valable dans tous les cas
d élancement (1) de poutres en acier. La méthode repose sur des résultats expérimen-
taux et consiste a chercher la valeur limite d'affaissement (g,) de la contrainte de com-
pression () dans une poutre.




Principe :

oU. Flambage

la méthode prend en compte les contraintes de compression dues au moment )

fléchissant engendrée par la fléche f résultant du flambage. Etapes de déerminatiin -

Dé&eminer: L. ;1L ;r = \/ /1__

Contrainte d affaiblissement admissble:

Y

Oo = -é— (c«+1,3 R)

os=0 0 - d -
Contrainte cnthue. Oy = “/VE Véifier: o. = g < (;S

o codfficient de scurité

. condruction mécanique 2<a <25
. condruction mé@dlique: 1,3<a <15

c) Méthode 3 :

Euler - formule de la parabole

Cette méthode est normalisée dans de nombreux autres pays (Etats-Unis...) et sert de
base & un certain nombre de normes internationales. La démarche se rapproche de la
méthode d’Euler-Rankine du paragraphe a, avec les remarques du paragraphe V.

2W°E

Ao =
“R.

0., €t lacontrainte admissible a ne pas dépasser.
La méthode prend en compte les contraintes résiduelles
de compresson dans les profilés entrainées par le

laminage.

Pour les poutres courtes ou moyennes (trongcon AB
du graphe), la contrainte et exprimée a partir de
I’équation d’une parabole. Pour les poutres longues
(trongon BC du graphe), on retrouve la formule clas-

(Aq e différent de celui du paragraphe a).

3 parabole 1o =op - a A2

outres courtes | poutres

squed’Euler. et moyennes élancées
a, et o, sont des coefficients de securité. Fig. 13
Poutres moyennes et courtes Poutres élancées
O=sasi) (A, <A< 200)
_5.3(A\_1(A =23 192
“=3+3(%) (%) 1277
_R|i_174 _ Re (A«¥_ mE
O = o 1- 2(]’;)] Toom ZaZ[l) a .\

S A= 2, dos o =a, = 1,92

i oy varie entre 1,66 et 1,92.

2. Poutres en alliage d’aluminium

Les fabricants proposent des spécifications dont la
forme générde es indiquée par le graphe de la

figure 14.

Les coefficients de séeurité sont intégrés aux for-

mules.

Deux exemples d'dliages d' usage courant sont pro-

posés de facon indicative.

Oadm = Rpc

Cadm 4
RPC

0

|M A
poutres

>y

poutres
élancées

| _poutres _ |
-1 Ll -
courtes moyennes

Fig. 14
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Alliage 6061-T6 : R, = 240 MPa Alliage 2014-T6 : R, = 390 MPa
0<A<95: 0y, =131l MPa= R 0O<is12: g, =R, =193 MPa
9,5 <A<66: 0,4, =139 - 0868 A (MPa) 12<A1=<55:0,,=212-1,585 4 (MPa)
a=66: 0y, = _?i%(l (GPa) A=55:04,= %—2- {GPa)

3. Poutres en hoii

Les formules proposées sont données pour des poutres de sections rectangulaires ou

carrées.
o, ! * 4
adm 4 l A L=l = %
P ® a
r=->4%
‘ v V12
|
< 2 o
| Bl -_—
|
|
| 1
| { A I =b_a3
! z | o T2
> | -a
11 K Le | " r ‘m
A==t i
"
_poutres poutres poutres < b >
courtes moyennes longues

Rpc . contrainte admissible en compression du bois dans le sens des fibres, valeurs indi-
catives : 7 < R = 12,5 MPa.

k=,/ %ﬁ . valeurs indicatives : 7 < E <12,5 GPa et 18 < k < 30.

\'% pc

Formes générales des conditions de non flambage

0sA<11:0um=R,

11<A<k:Cum= Rpc{l‘l(l:i' k_lﬂ

3\ a
2R © 03E
k<A1<50:0un= BPC[(L/ ]=(L.—/(1J2

Exemple : R, = 8,27 MPa ; E= 12,4 GPa ; E/R_ = 1 500 ; k = 26.

P co/



3U. Flambage

VI - Cas des charges excentrees -

Formuledelasecante

1. Déformation!?

Le moment fléchissant e maximd au milieu de la
poutre (X = L/2).

M ..=Fle+)
M;=F( +y)
Par intégration de Ely” = - F (e +y), on obtient :

kL

y= e[tan Si nkx+coskx-1]

avec k* =

f=Vmmi=€ SGC%L—'-'IJ
f ekl _Fel
8 8EI
1 _ 6% . 56*
Rappel sect9=——gcos =l+o5+=5+
92
si @ est petit : sec 6=1+-§

2. Formule de la sécante

La contrainte dans la poutre résulte de I’ addition de |
la contrainte de compression avec la contrainte due

alaflexion.
F Mg

0 maxi = +

S L/V

oy Eee (seckL)
_§+ WA [sec2

En posant r2 = I/S, on obtient :

eV (L /.
“‘"W(ZrVES)]gRG

eV e letax d excentration ;
r

L =} est I'dancement

cas d'un acier de construction
R, = 250 MPa ; £=200 GPa

300 f.!zl =0 courbe d’Euler:
ol N\ Fo ATk

0,1 \ ( A
200“"!"2"-~»~~ ™\ A\

15088

)

100

o TSIN

0 50 100 150 200
Lirou Ly/r

Fig. 17
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Exemple

Un profilé HE 300 B, encastré en A et libre de se déplacer en B dans le plan (x, y), sup-

porte une charge excentrée F de 300 kN (excentration e = 300). Déterminons la
contrainte de compression maximale dans la colonne. Quelle est la charge maximale tolé-
rable et le coefficient de sécurité adopté s R, = 240 MPa ?

F 300 kN l, =

[y
Y

profilé HEB
L

L=4m

300
]

23

Fig. 18

Résolution

a) Longueur effective L, =2 L =8 m ;

_ /I, /25166 _
h=\'5 =\ 1401 -3

L, _ 800 _ eV, ¢S _300x14 910 _ ,

ar, 2x 1375077 i 52 =7 = 1680000 ~266
v

F 300x10

s="1a910 2012

- 300x 10° \I
=20.12{1 30,77 =73,64 MP ;
Oreu=20,1211 +2,66 Sec( ¢200>< 10°x 14 910 }‘ a i

= 240 MPa, la charge maximale tolérable doit étre calculée a partir de la for-
cca il n'y a pas linéarité de la rda

b) o=
mule de Ia sécante et non a partir du rapport R /o, .
tion entre ¢ et F :

F Fmaxl
R=1z o10| *2 665“[‘30 77\/ 200x 10°x 14 910 )
aprés calcul on obtient : Fe = 978KN et s =-§g—g 3,26




ANALYSE
DES CONTRAINTES

OBJECTIFS

B Dévdopper la notion de contraintes planes :  équations,
contraintes principales, cercle de Mohr, etc.

B D&inir la notion de contraintes triaxides : tricede de Mohr,
etc.

B Aborder le cas des résrvoirs sous  pression.

B Dévire les principaux criteres de limite dagtique : Tresca,
Von Mises, Coulomb et Mohr.

Les contraintes dans |es poutres, arbres, barres, etc., données par les formules des cha
pitres précédents, sont indiquées pour des sections droites.

Dans ce chapitre, nous aborderons des méhodes permettant de déerminer les
contraintes dans des sections inclinées ou dans des directions quelconques.

1 - Analyse des contraintes planes

La plupart des contraintes rencontrées en traction, torsion, flexion, etc., sont des
exemples de contraintes planes.

1. Definition

Pour rédiser I’ andyse des contraintes en un point M quelconque d’ une poutre ou autre
objet, consdérons un pardldépipéde infinitésma (tres petit) entourant M et dont les
cOtés sont paraléles aux axes X, Y, z de référence.

Afin de smplifier les notations, les faces de I’ dément seront désignées par les directions
de leur normale (le coté droit correspond ax, le coté gauche a—x, le dessus ay, ec.).
En contraintes planes, seules les faces X et y de I'@dément supportent des contraintes.
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y . ,
Ao, A%
Tyx
[ Tyx S B
T | Ty
! T,
afiiflie o afud [
, , |
F-r —
T Tyx
4 lay Yo,
Fig. 1
Remarque
L' équilibre de I'éément (statique) montre que les contraintes sont égales sur des cotés
Opposes : 7, €st la contrainte tangentielle (ou de cisaillement) sur
o(-x) = -0, la face x dans la direction y. 7, est la contrainte tan -
gentielle sur la faxe y dans la direction x.

Une contrainte est positive s elle agit sur une face positive et dans une direction avec
un sens positif.L’équilibre de I’éément montre que :

2. Contraintes dans une section inclinée

Ty O, €l 0, sont des contraintes connues,
par exemple suite a une étude de torsion
et de flexion.

Déterminons, en fonction de o,, o, €t 1.,
les contraintes ¢, 0, € 1, exercées
sur les faces du parallélépipéde lorsque
I’on tourne celui-ci de I'angle 8.

A cette fin, éudions I’équilibre du prisme

triangulaire de la figure 3. Fig. 2

contraintes forces  exercées

y{\ T

[ \aire 50 tang

Yo, Yo, S tand

Fig. 3

PR



9 1. AnNalyse aes contrantes

L’ équilibre conduit a deux équations de projection sur lesaxes x, et y, :

a) Projection des forces sur x,;

0, (S, / cos @) -0,S,cosb~-0,S,tan gsn @ -1, S,9n § - 7, S, tan g cos g
=0

b) Projection des forces sur vy,

T (S, 7/ cos6) +0,Sy9n0-1,5,cos@-o,Sytan @ cos 6 +1,,S;tan 6 .5n 6
=0

En remarquant que 7, = 7, € que Ty, = T, On obtient apres smplification :
O, = O, cos? 6 +0,sin” 6 +2 1,906 COs g

Tyt == (0, ~0)sSn @ cos 19 + 1, (cos? @ ~ sin® @)

Sechant que2sin  cos8=9n260 ;2 cos? @ =1+ cos20;2sin260 =1 -cos2 6,
on obtient les égquations de transformation :

20 + 7, cos 20 (2)
Remarque 1 : s onremplace 6 par § + 90" dans I'équation (1), on obtient ¢, tel
que:
On=© +20'y -0’50” cos 20 =7, sin28 (3)

Remarque 2 : 9 on goute les égquations (1) €t (3), on obtient :

Autrement dit, la somme des contraintes normales agis
6t o =0 to sant sur les faces perpendiculaires d'un méme dément
AT T soumis a des contrainins planes est constante ou indé-
endante dg | angle @6
contrainte  uniaxiale cisaillement  pure contrainte  biaxiale
Oy
. i
Ty
Ox Oy Ox Ox
-— ——> - ———
2
e
Tyx
Oy
:n = Gx:.OSZ-G ) coct Oy = 2t,5inf cos 0 Oy = Ox+0y  Ox=0Oy. 09
==0x3sIn . -
“n Taqyy = Ty (30329 - sm26) Ty = = _2_0’" %rsin2 8

Fig. 4 : cas particuliers
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Exemple
Les contraintes en un point M de la structure de la navette spatiale sont (aprés mesures
expérimentdes) : o, = 110 MPa ; g, = 40 MPa ; 7, = 28 MPa.

Py

Oy= 40 MPa A y

>  Ty=28MPa

X4

/
Oy =47 MPa Ox =103 MPa

Tx1y1 =-35 MPa
Ox=110 MPa X

Fig. 5

Déterminons la valeur des contraintes dans une direction a 45".

G = 110+40-,-110-40 cos 90 + 28 sin 90 = 103 MPa
- 2 2

x1

247 = 11840 sin 90 + 28 cos90 = - 35 MPa

5, =-110;+40 - 11040 cos90 = 28 sin 90 = 47 MPa

3. Contraintes principales

Les contraintes o, €t 17,;,; Précédentes varient de facon combinée avec I'angle © .

En conception des machines, la connaissance des valeurs maximales de ces contraintes
est nécessaire pour faire des choix ou des déterminations.

Les valeurs extrémes des contraintes sont appelées contraintes principales.

a) Détermination

Dérivons la contrainte o, par rapport a I'angle 6.

doxl
dé

= (0, - 0,) sin 26 + 27, cos 26

oy, ateint sa valeur maximale lorsque sa dérivée est nulle. Notons 6 , I'angle 6 donnant
la direction des axes principaux.

- ,Zz'xyyf‘
-(0,-0)sin26 , +2 7,c0s28 ,=0= | = tan26=5—F%

v e g

S ¢, et maximae, pardlélement o, et minimale.
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rig. o

- 2

Py
R= (o; Gy) + 17

Posons : R =
Appelons o, &t o, les contraintes principaes (o, = 0,; mMaxi).

La relation (1) du paragraphe 2 donne aprés calcul :

O, + O,
O-1= xz y+R=O-moy+R=o-maxi

Comme ¢, + 0, = 0, + 0, il en resulte que :

O, + 0,
O-2= x2 y_R=O-my—R=6mini

I"équation (2) du paragraphe 2 donne :

Remarque :
Tyt :-%-g-y sin 26, + 7., cos 20,
_ | o=0, Ty 0.~ 0, _
= [ 5 xRJ+(rxyx R )_0

Autrement dit, lorsque o,, est maximale, 7, , et nulle. Pour les axes principaux, I'élé
ment est soumis & des contraintes biaxiales et les contraintes tangentielles sont nulles.

y

02 = Onmini ‘ contraintes
principales

. -
{

!

01 = Omaxi

o4

Fig. 7
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b) Cas particuliers

En traction et en contraintes biaxides, les axes principaux sont les axes x, y de départ
(6,=0).

En cisallement pur (6, =0,=0), 8 ,=45°,R=1,,0,=1, el 0, == 7, Lesaxes prin-
cipaux sont a45”.

P

Tyx 0=~ Ty y G1= 1y

Fig. 8

4. Contraintes de cisaillement maximal

La contrainte 1,,,, du paragraphe 2 est maximae lorsque sa derivée est nulle. Celle-ci
est nulle pour 6 = @ ..

delyl
do
dol:tan 28, = -

=—(0.-0,)cos 20 - T.,sin 20 =0
0.~ 0,
Tap 6.=0,+£45°

Y
tan 26. = - o8,

La contrainte de cisallement maxima gpparait dans une direction faisant 45" avec les
axes des contraintes principaes. On obtient :

o,.— o,\? -
mim [ [F55] + 8 - 55% -k
Remarque
i Tmini=_Tmi
O, + 0,
pour €=86.:0,, =0, =0,,= 5 y

ig. 9
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Cas particuliers

En traction ou compression, la contrainte de cisaillement maximale apparait dans une
direction a 45" par rapport aux axes x et y.

Méme remarque pour des contraintes biaxiales.

En cisaillement pur, les contraintes de cisaillement sont maximales suivant les axes x et y.

Exemple : reprenons I'exemple de la navette du paragraphe 2 et déterminons les
contraintes principales et la contrainte de cisallement maximale.

—_2x28 _ ol = ° = 19,33+ 45°
tan 26, 11040 0,8 dou 6,=1933°¢ 8, )33+

2

0,=75+44,82=119,82MPa

0:;=75-44,82=30,18MPa
O, + Oy _ 110+ 40= 75 MPa

Oy = 2 2
a,= 40MPa
: 0,=64,33°
— —
28 MPa T maxi 44,8 MPa
- GXQ "
110MPa Omoy =70 MPa
-—
Fig. 10

5. Cercle de Mohr pour contraintes planes

Cette représentation graphique, universdlement utilisée (elle fait partie des « hiblio-
théques » de nombreuses calculatrices de poche) permet de visualiser les relations exis-
tant entre les contraintes.

La théorie fut développée en 1882 par Otto Mohr (1835-1918), ingénieur alemand.
Ecrivons les équations de transformation du paragraphe 2 sous la forme :

G.+0, O.—0, )
(o L= ’ cos 20 + T,,sin 26
2 2 :
C,—-0, .
Toap1 = — ! sin 20 + T,, cos 26.

Sous cette forme, les équations sont les équations d'un cercle, écrites sous forme para-
métrique (angle 260 comme paramétre).

En élevant chague membre au carré puis en goutant membre a membre pour éiminer 6,
on obtient :
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2 - 2
(o-xl- Gx ; Gy) + Tflyl =(0x20y) + 1)2(y=R2

équation d'un cercle ayant o, €t 1,;,; comme coordonnées et pour rayon R.

L es coordonnées du centre du cercle C sont ¢, = % ; % = Oy €L T, = 0.

a) Construction du cercle

o =Tt 0y Ox—0y
moy ~ 2 e ]
Oy .
|
B BN
] AN
® M 20 =180¢
) \("' \
\ \\C -

Ox

\
Y

Fig. 11

Tracer dans I'ordre :

- les axes de coordonnées : ¢ en abscisse (positif vers la droite) et zxy en ordonnée (posi-
tif vers le bas); choisir une échelle pour les contraintes ;

~ le centre C du cercle & ladistance 6, = 5_;_92 de I'origine 0 ;

- le point A de coordonnées o, €t 7, ;

- le cercle de Mohr de centre C et derayon AC = R.

b) Détermination des contraintes dans une direction x; inclinée de @

- Le diamétre AB sart de référence angulaire (6 = 0).

- Sur le cercle de Mohr, tracer I'angle 26 (26 = (AC, A,C)l.

A noter que 28 ala méme orientation que I’angle @ tracé sur la figure représentant les
contraintes au point M.

- Mesurer, & |'échelle des contraintes choisies, les coordonnées des points A, (o, €t 7,1
et B, (0,; et —7,,,).

7
<N

7
a¥

Fii. 12



9 1. Analyse des CONtralnies

Remarque : le cercle de Mohr représente |I'état des contraintes en un point. Une fois
établi, il permet de déterminer les contraintes dans n'importe quelle direction (6) choisie
et en particulier les contraintes principales et la contrainte de cisallement maximale.
Lorsque # = 90, A devient B et on retrouve les contraintes o, et —7,, dans la direction

perpendiculaire.

c) Détermination des contraintes principales
et de la contrainte de cisaillement maximale

Tmaxi

ig. 13

- Les contraintes principales correspondent aux points d'intersection D et E du cercle
avec I'axe ¢ pour lesquelles Ty, = 0. Elles sont definies dans la direction 6, (6, é&ant la
moaitié de I'angle ACD).

- La contrainte de cisallement maximale apparait en F et G pour 6. = 6, + 45",
EnG, 6. =6,+45e 1;=-1 _ EnF @0 =6, -45°et =1 .

d) Exemple
Reprenons |I'exemple de la navette spatidle des paragraphes précédents :

o wZL % w75 MPa 'R=44,8MPa; 26, = 39° (9, ~ 195°) ;6, = 6, + 45°

| _ 28MPa _

10 MPa

Y10 MPa

Fig. 14
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-6. Loi de Hooke en contraintes planes

y I Ex
T4
| |
—l [
1 | 1
I T Ox :
| Xy >
Y IS P oy g
Ve v
7
//
;/
Fig. 15
g, £ € g sont les deformations
relatives des cOtés du parallélépipe- avant déformation aprés déformation

de infinitssma entourant le point | Y4 Yy
M (g, = Ax/x ; €, = Ay/y ; €LC.).

%, €St I'angle de glissement des sec-
tions droites du paralléépipede

Sous I'action des contraintes de
dsdllement 1,,.
E est le module d' dadticité longitu- = >
dinal du matériau et v le coefficient X
de Poisson correspondant. af2
On montre : Fig. 16
ex=%(axf vo,) ey=—E1-(ay— ve) &= —-E‘lf(axqpo;)
7, =GY,, Gx=1fvz(ex+vey) ay=1fvz(ey+vsx)
- [} [} g
|1-Contraintestriaxiales
y! o, ry o
Tyz
_G’L :> o3
oz - 1
>
}/ o o122 0= 0y
Fig. 17
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31. Analyse des contraintes

Si un solide est soumis & un état de contraintes tridimensionnel, chague face de I'éément
(paralléépipéde infinitésimal) entourant un point M considéré supporte une contrainte
normale et deux contraintes tangentielles (g, T, € T, pour laface x, etc.), dans le cas
le plus général.

1. Contraintes principales « Contraintes triaxiales

De la méme maniére qu’'en contraintes planes, il est possible de développer des égqua
tions de transformations (voir ouvrages d' élasticité) et déterminer les contraintes princi-
pales pour |'élément.

Ces contraintes principales sont aussi appelées contraintes triaxiales et les contraintes de
cisaillement correspondantes sur chaque face sont nulles.

La technique générale du cercle de Mohr peut étre utilisée ; aux trois contraintes princi-
pales ¢, 0, 0,, on peut faire correspondre trois cercles de Mohr : (or, o) ; (0;, 03) et
(05, 0y).

L'ensemble des trois cercles tracés sur une méme figure constitue le tricercle de Mohr.
La contrainte de cisallement maxima dans I'éément est égale au rayon du plus grand
cercle.

Remarque : s on fait tourner I’éément de la figure 17 autour de I’axe principal lié a
0,, la transformation des contraintes ¢, €t ¢, peut étre analysée par un cercle de Mohr.
Méme remarque pour les axes liés a 6, et 0,.

Omaxi

A

vo

" T mai

__ Omini

Y
Ty

ig. 18

Contrainte de cisaillement absolue

S6,=0=0=01=0,Il
D’ apres le tricercle : Tmaxi=l|0maxi—0mim Ny a pas de contrainte de
2 cisaillement et le tricercle se
réduit & un point.
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2. Cas des contraintes planes

S pour le cas précédent on pose o, = O, on retrouve le cas des contraintes planes.
On remarquera que la contrainte de cisaillement maximae n’'est pas forcément égde a

1/2 (6, = 0,) masvaut 1/2 (0, = 0,..), &Vec : o, €gd a o, ou 0.

Cas1:
02
b c
T
I
] o
a o . g ) %] >
- 1 = R R
03=0)|Lt’._____ e Cnini a-g 2
P i g
R E
E
g f - =
L Toax; @bsOlU = 012 0 T‘Ly
Fig. 19
Cas 2 :

va

P
o

e =
63=9Jﬂ————— e Tmini

Tmaxi

\

Oz
b c
i
a 14 O, 0 i
I
f Ty

Fig. 20

Remarques : dansle cas 1, les plans de cisaillement maxima sont les plans diagonaux

acge €t bhdf. Pour ce cas, une éude en contrainte plane smple (paragraphe I) nous
aurait donné le saul cerde oy0, et 7, = 1/2 (0, - 0,).

Vaeur inférieure a celle déerminée par le tricercde 1,,,; dbsolu = % encore appelée
contrainte de cisaillement absolue.

Dans le cas 2, abef et cdgh sont les plans diagonaux ou il y a disallement maximal.
L’ éude en contrainte plane ou par tricercle donne le méme résultat :

Trai = 1/2 (0] = 0).

F
Exemple : I'é&ude a partir des formules /
usudles de flexion donne, pour le point M
de la poutre encestrée, o, = - 40 MPa,
o, =0et1, =-80MPa. Déterminonsla

y
contrainte de cisaillement maxi en M.

Fig. 21



Anayse des contrantes

Pour cet exemple, I'utilisation du cercle de Mohr simple ou du tricercle donne le méme

7., POUr une méme orientation.
A
e
40 MPa
— e = :
e — contraintes
80 MPa principales
Fig. 22
cercle de Mohr simple tricercle de Mohr
o,= 625 MPa
4 0 o
~1025 ‘ 62,5

~ \\ <t

& \ o

I \ u

g \ %

& \\ &

\
/ —F )

Yy Vi,

ig. 23

11 - Application aux reservoirs sous pression -
Envel oppes mnces

Les études qui suivent supposent des réservoirs d' épaisseur (e) mince.

A A-A
»-.
a C
! !
S S B P O ad\ I
0
!
b A [ d

Fig. 24

Pour la cuve de compresseur proposée sur la figure 23, soumise a une pression inté-
rieure égae a p, déterminons les contraintes exercées dans la partie cylindrique (dia
métre 2R) et celles dans les fonds hémisphériques (rayon R).
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1. Contraintes dans la partie hémisphérique «
Cas des réservoirs spheriques

Pour mettre en évidence les contraintes dans I’ enveloppe, isolons I'un des deux fonds
avec I'air qui y est contenu et gppliquons le principe fondamentd de la satique. ¢ sché-
matise la contrainte au niveau de la coupure. Compte tenu des symétries ¢ est constan-
te en tout point de la coupure.
p Sexerce sur une surface circulaire d'aire < !
nR? e ¢ agit sur une surface annulaire dont
I'aire est sensblement égde a 2nRe (e petit 0
devant R). 1
En projetant les résultantes des actions exer-
cées sur I'axe X, on obtient : Fig. 25

o X 2nRe~p x aAR2=0dou: [ B o]

?
y
Q

D 2R

Remarque : dansle casd un réservoir sphérique, I’ éude peut étre recommencée avec
n’'importe quel plan de coupure diamétral (ab), la valeur de la contrainte o reste iden-
tique (0 = pR/2e). Tous les points d' une méme sphére ont le méme éat de contrainte,
deux cas possibles suivant que le point est al’ extérieur ou al’intérieur de I’ enveloppe.

a) Contrainte en un point exterieur M
On et dans un état de contraintes biaxides avec ¢, = g, = o.

Fig. 26
Letricercle de Mohr se réduit a un seul cercle et

b) Contrainte en un point intérieur N
La presson p exerce une contrainte supplémentaire et, on est en contraintes triaxiaes.

:é 2e
Txy

Fig. 27

Le tricercle de Mohr des contraintes en N se réduit a un seul cercle et

iisase 110
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2. Contraintes dans la partie cylindrique -
Cas des réservoirs cylindriques

Si, pour le réservoir de la figure 23, on pratique une coupure dans le plan de coupe AA,
I’étude est analogue a celle du paragraphe 1 et on obtient : 0, = pR/Ze.

Si on effectue une coupure dans un plan longitudina (a, b, c, d), I'isolement du demi-
cylindre et de I'air qui y est contenu conduit a un équilibre différent, en appliquant le
principe fondamental de la statique.
La pression p sexerce sur une sur-

face rectangulaire d'aire b x 2R et A, o
0, agit sur deux surfaces rectangu- ;
laires dont I'aire totale est égae a o
c - R4

2be. - e N

. . - - p
En projetant les résultantes des -+ - i
actions exercées sur l'axe y, on P ‘_4—%0

. -

obtient : e

o, x 2be-px 2bR=0
| d/
dou: | o=PE=20

IFig. 28

Remarque : I'éude est identique pour n'importe quel plan (a, b, c, d) longitudina et
tous les points d’un méme cylindre ont méme état de contraintes. Deux cas sont pos-
sibles selon que le point est & I'extérieur ou a I'intérieur de I’ enveloppe.

a) Contrainte en un point extérieur (M)
On est dans un état de contraintes biaxiales.

@ oy O
"

tma)(l

/

Txy

Le tricercle de Mohr des contraintes nous

donne : . o, pR
maxi"2_2e

Fig. 29

b) Contrainte en un point intérieur (N)
La pression p exerce une contrainte supplémentaire et on est dans un éat de contraintes
triaxiales.

a1
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04 a0y

L &

Tnaxi

biie ¥y
Le tricercle de Mohr des contraintes nous
donne : R | &
P = p— +% i
26 i
Fig] 30
Exemple

Un corps de vérin, de forme tubulaire (diamétre D = 100 mm, épaisseur € = 5 mm),
supporte une pression d'air intérieure de 20 bars.

Déterminons les contraintes normales principales et la contrainte de cisaillement maxi-
male exercées.

I pression p

mouvement
e

tge /

ig] 31

p=20bars=20x10° Pa=2 MPa

0,=BR _P%0_10p - 20MP4

0'1=%21=5p=10MPa

— 10 MPa
p=2MPa

La contrainte maximae apparait en un point inté-
rieur du tube :

Fig. 32

 pR p _ - _
Tmmci:ﬂ+§|*5p|+o'5p 55p= 11 MPd
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IV - Criteres de limite élastique

Au moment de la conception des machines, il est souvent nécessaire de mettre une limi-

te supérieure aux contraintes sollicitant les matériaux.

Si le matériau est ductile ou malléable, sa limite élastique (Re) servira de référence ; s le
matériau est fragile, on utilisera la résistance a la rupture R,.

Les modes de rupture et les critéres sont plus faciles a définir lorsque le matériau est sol-

licité dans un état de contrainte uniaxial (exemple : en traction, 0. =< R€).

Cependant, lorsque les contraintes sont biaxiales ou triaxiales, d'autres critéres sont
nécessaires.

Les critéres proposés dans ce paragraphe sont utilisés dans tous les pays industrialisés
et sont régulierement employés pour éaborer des cahiers des charges, des codifications
ou des normalisations.

Aucun des critéres présentés n'est universel et le choix de I'un ou I'autre dépendra du
comportement final du matériau : ductile ou fragile, évolution avec la température, pro-
cédé de fabrication, environnement chimique, variation des charges, etc.

Pour chaque cas, il est d’ abord nécessaire de déterminer les contraintes normales (o) et
tangentielles (7) aux points les plus sollicités en tenant compte des concentrations de
contraintes. Lorsgue les contraintes maximales ont éé éablies (par calcul ou expéri-
mentation), il est nécessaire de déterminer les contraintes principales aux points critiques
car les critéres abordés sont basés sur la connaissance de ces derniéres.

Il existe de nombreux critéres, seuls les plus utilisés seront développés.

1. Critéres pour matériaux ductiles ou malléables

a) Critetre de Tresca ou de la contrainte de cisaillement maximal
Le mode de rupture le plus usuel des matériaux ductiles est le glissement engendré par
les contraintes de cisaillement.

Exemple : cas d une poutre travaillant en traction

plan de cisaillement ou de glissement

p
S =

poutre aprés rupture

A A

Omoy = Rer2

O1=FRe

|
'
t

» O

EQ
2
S
[}
o
/q
—_———
Tmam

oy
<%
P

Fig. 33

. J;\dxl
En traction : 7, = % = < %ﬁ

2 ==
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Dans le cas générd, pour éviter la rupture des piéces ou des composants en traction, il
suffit que la contrainte de disaillement maximde 1,,,; €xercée reste inférieure alavaeur

maxi

limite admissble par le matériau ou par o, < R..

Dans le cas des contraintes planes et d aprés le paragraphe |1 2, lorsgue les contraintes
principaes ont méme sgne, 1, = 1/2 0,

S les contraintes principaes ont des signes différents, dors :

Toi=1/210, 0 = O | -

En conséquence, le critére peut S écrire :

16,1 <Reet lo,| <Re

s ¢, €t o, sont de méme signe.

g o, et g, sont de Sgnes opposés.

Graphe représentant le critére de % g

Tresca. /—?——l/%‘%
S le point de coordonnées (a;, o,) tombe en 7 !
dehors de I’ hexagone de Tresca, il y a ruptu- Pz i
re. Henri Edouard Tresca (1814-1885) est un o
ingénieur francais.

7/
/
/

—_—— —Re

————

Fig. 34

b) Critere de Von Mises ou de I’énergie de déformation

Un matériau, lorsgu’il est déformé par une charge extérieure, tend a stocker de I'éner-
gie interne dans son volume (anaogie avec un ressort).

Par exemple, en traction.! L= lse g endsillementu=1r y.

Le critére est basé sur I'énergie de déformation par unité dze volume du matériau défor-
mé. Cdle-ci ne doit pas dépasser |'énergie de distorsion engendré dans le cas des
contraintes limites dagtiques (R,, tc.).

Dans le cas des contraintes planes, le critere s énonce:
(équation d'une éllipse dans le systéme d' axe oy, G5).

0,2~ 0,0, + 6,2 < R?

e

Oy f Von_Mises
i R
torsion e e _ T

'

Tresca

Fig. 35
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L'ellipse de Von Mises passe par les sommets de I'hexagone de Tresca. Pour ces six
points, les deux criteres donnent les mémes résultats. Dans les autres cas, le critére de
Tresca est plus sévére.

Dans le cas particulier du cisaillement pur ou de la torson ¢, .= - 0, Les points
correspondants sont situés sur la bissectrice des 2¢ et 4¢ quadrants. Les limites sont
0,=-0,= 0,5 Reavec Tresca et 0, = - 6, = 0,577 Re avec Von Mises. Pour ces cas,

Von Mises est plus précis et est plus proche de I’ expérimentation.

2. Critéres pour matériaux fragiles

Schématiquement, lorsqu’'un matériau fragile est soumis a un de traction, sa rup-
ture se produit soudainement sans déformation plastique préalable. Les contraintes nor-
males maximales atteignent la valeur de la limite & la rupture par traction R,.

a) Critére de la contrainte normale maximale ou de Coulomb
Pour un composant, la rupture se produit dés que la contrainte normale principale maxi-
male atteint la résistance a la rupture R, du matériau. Le critére s énonce :

Le critéere peut étre repré- AC
7 H 2
|0 <R, | senté graphiquement  par = l
i . 7 r
|os| <R, un(_e aire carée. Pour les
points en dehors de cette o4
surface, il y a rupture. -R, R, >

Remarque : énoncé par Charles Augustin de I ‘
Coulomb (1736-1806), physicien francais, le cri-
tére suppose que la limite a la rupture est la méme |
en traction et en compression. Fig. 36

|‘Rr

b) Critere de Mohr

Pour beaucoup de matériaux fragiles, les résistances a la rupture par compression R, et
par traction R,, sont différentes.

Le critére de Mohr est fondé sur des résultats d'essais. La rupture se produit lorsgue le
cercle de Mohr engendré par les contraintes sort ou est tangent a la courbe enveloppe
aux trois cercles A, B, C définis par :

cercle A (compression pure) : 0;=0,=0;0;= =R,

cercle B (traction pure) : 0=R,;0,=0,=0
cercle C (cisallement pur) :  t=1, =1
O
R=1, Ry
R Rt © Ry
— %} _ch 6’1
_ch

‘ig. 37
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Remarque : 9 on ne dispose pas du cercle C, on peut faire une approximation a par-
tir des tangentes aux cercles A et B.

tangente R, P2
ﬁl \ o R
- > 7 —
e
A \ L 8 R,
Fig. 38
3. Exemple

Les contraintes en un point critiqgue d'un composant de machine en acier sont
o, = 100 MPa, ¢, = - 60 MPa €t 7, = 60 MPa.

S lalimite dadtique de I adier utilise R, = 300 MPa, déterminer |e coefficient de securi-
té CS adopté par rapport aux critéres de Tresca et de Von Mises.

Solution

| - 60 MPa
60 MPa
100 MPa

P -

0C = GmoyZ%(O'xt 0'y)=20 MPa

2
Tmaxi=R=\/(ax-2-0y) +T2xy

=+ 80% + 60% = 100 MPa

Fig. 39

Contraintes principales :

6, = 20 + 100 = 120 MPa

o, = 20 - 100 = - 80 MPa

Criterede Tresca: lo; - 0, | = 200 < R,

CS, = R. 300 _ 1,5=£

~200 200 oM
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Remarque R,
Tt = 100 < = = 150 donne le méme coefficient de sécurité.
Von Mises : A 02 Von Mises
300
02-0,0,+02=120%+120x 80 + 80%
( R )2 120 Tresca
TGS, 200/ yo &
300 8 M // Re=300
174,36 = o A X
=174 35=172= oM — 4
Fig. 40

EXERCICES A RESOUDRE

d un point d'un composant de machine y /M

et sollicité par le systéme de contraintes

planes: o, = - 144 MPa : o, = 44 MPa et 4 MPa g/

1, = 80 MPa. Déerminer les contraintes o R

sur I"édément lorsqu'on tourne celui-ci de > /360_" s

— 60" , 144 MPa X
6 =60". \
Reép -
0, = 66 MPa ; g, = ~ 166 MPa ; 1., = 41,4 MPa. VAR |
Fig. 41

(] __ Reprendre I'exercice 1 avec o, = y

100 MPa ; 0,=-60MPa; 7, =-32 MPa 60 MPa

et@=-30".

Réponse 32 MPa
0, = 88 MPa g, == 48 MPa ; 1, = 54 MPa. i\\m" o
| \ll 100 MPa X
3 -

——

v

7

Fig. 42

M| Reprendre I'exercice 1 avec 6, = 35MPa ; 6, = 20MPa; Ty =0etg=50".

B un dément en contrainte plane ex
tourné de @ = 30. Les contraintes exercées
sont ¢, = - 107 MPa ; 0, = - 31 MPa €t

T, = 18 MPa.

Déerminer les contraintes exercées sur
I'édément dans les directions x et y.

G- 1055 MPa, o= 35 MPa: 1, = 20Wa

Fig. 43
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Lepoint A dun composant mécanique
est soumis au systéme de contraintes planes y ? ;
o, = 20MPa;o =0etzg, =3 MPa.

X

| 3 MPa
Déterminer des contraintes principales sur —!—"
I"élément et la direction 6,. J(
I—— S
Rép A 20 MPa x

a, = 20,4 MPa ; ¢, = = 0,44 MPa ; 6, = 8,35°. —

Fig. 44

L _ Reprendre I'exercice 5 avec 6,= =20 MPa ; 6, = 90 MPa ; 7,, = 60 MPa.

Déterminer égdement la contrainte de cisaillement maximale.

Réponse

6, =116 MPa ; 0, = 46,4 MPa ; §, = 66,3° ; G, = 35 MPa ; 7, = 81,4 MPa ; 6, = 21,3°.

Les contraintes exercées au point cri- y
tigue A d'un composant mécanique en dlia
ge d'auminium sont 6, = 60 MPa ; g, =
120 Mpa et 1, = 40 MPa. Déerminer les
contraintes principales, la contrainte de
cisaillement maximae et la contrainte de

csaillernent absolue.
Reép

0,=140;0,=40 ;7 =50 ; T, (gbs) = 70 Mpa.

Fig. 45

B Determiner les contraintes principales résultant de la superposition des deux états
de contraintes planes indiqués.

Réponse

o, = 337,2 MPa ; 06, = 12,8 MPa ; 6, = 33,8°.

200 MPa 4
100 MPa
100 MPa
T — +
D 150MPa
\ 7< é‘” t
~ PP B
A 4

Fig. 46

n Tacer le tricercle de Mohr correspon-
dant aux contraintes triaxiales :

o, = 60 MPa ; 0, = - 60 MPa ;
0; = 30 MPa. En déduire la contrainte de
cisaillement absolue.

Réponse.

T, = 60 MPa.
Fig. 47
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Pour 1a poutre encastrée proposée,

déterminer les contraintes principaes et la
contrainte- de cisaillement maximae en A et
Bs F=25kNettana=4/3.

N X

Ré

P

enA; 0 =137MPa; g,=0;7,, = 6,83 MPa. : - »
enB;0,=0;0,=-13,0MPa; 7= 650 MPa.

™

Fig. 48

d  Au moment du desserrage, une téte de
vis supporte un couple M de 40 Nm et une
charge F de 200 N en C. Latige est encas-
trée en O dans un béi (L = 50 mm &
d = 12 mm). Dé&erminer les contraintes
principaes e la contrainte de cisalllement
maximae aux points A et B de latige.

Une cuve de compresseur, diamétre
1,2 m, épaisseur constante 20 mm, avec soudures
deux fonds hémisphériques, supporte une

pression intérieure de 2 MPa (20 bars). ﬁT /

| L

a) Déerminer la contrainte de cisaillement

1.2m

maximae dans les fonds. S
b) Déeminer les contraintes normaes ‘K
exercées pardldement et perpendiculaire-

ment aux cordons de soudure.

ad

2

Rép

T.0= 16 MPa; g, = 30MPa; o, = 60MPa. Fig. 50

d Reprendre I'exercice 12. La contrainte normale admissible de I'acier du com-
presseur est de 100 MPa, celle du cordon (paraléement a sa direction) de 80 MPa.
Déterminer I’ épaisseur e requise pour la paroi.

Un résarvoir cylindrique, diamétre
6% mm’ @awr 5 mm’ Sjpporte une soudure en hélice
presson interieure de 4 MPa (40 bars). La
partie cylindrique est rédlisée a partir of une \
tole d’ acier soudée en hdlice (a= 65").

Déerminer la contrainte normale exercée S
perpendiculairement au cordon et la 8
contrainte de cisalllement pardldement au
cordon.

1,5m

A

Ré

P

¢=139,1 MPa ;7= 45. 2 MPa. Fig. 51
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d Reprendre 'exercice 14, a = 75° ; d =1 000 mm ; e = 15 mm ; presson de
1,6 MPa (16 bars). Dé&erminer la contrainte de cisaillement maximale dans la partie
cylindrique, la contrainte de cisaillement absolue et les contraintes dans le cordon.

R

P

=13 MPa;7,= 275MPa; o, = 28,5MPa; 1, = 6,7 MPa.

O une poutre cylindrique de diamétre d
supporte  une charge de tension
F = 200 kN et un couple de torson M. Si
la limite dadtique en traction du matériau
est R, = 250 MPa, déerminer |a vaeur du
couple M a partir du critere de Tresca.
R

P

708 Nm.
Fig. 52

Reprendre ['exercice 16 avec le critere de Von Mises.

L Les contraintes rdevées en un point
critiqgue d'un composant mécanique sont 4 150 MPa
o, = 40 MPa ; ¢, = 150 MPa et — 1 ,50MPa

X

7, = 50 MPa. Le composant est en acier
moulé, R, = 300 MPa. Déterminer le coef- Yl
MPa

ficient de sécurité adopté : @) avec le crite-
re de Tresa ; b) avec le critére de Von
Mises. v

-

Rep Fig. 53
1,772 ; 1,875.

O Les contraintes mesurées expérimentale-
ment au point critique d'une piéce moulée en 100 MPa
duminium sont g, = 0 ; g, = = 100 MPa ;

7, = - 80 MPa. Larésistance alarupture en 1

compression est R, = 220 MPa et cdle en
traction R, = 100 MPa. En utiliit le critére
de Mohr, déterminer Sil y a ou non risque de
rupture.

0 MPa

Réponse . ABUN
pas de rupture. Fig. 54

U Reprendre I'exercice 21  avec 4{ lPa
o = - 40 MPa ; ¢, = 80 MPa ; 40MPa

7z =40 MPa.

WP
Xy trd

Fig. 55




ANALYSE DES
DEFORMATIONS

OBJECTIFS

B Développer la notion de déformations planes : équations, défor-
mations principdes, cercle de Mohr, e

B Indiquer la différence entre contrantes planes &  déformaions
planes.

® Développer le cas des jauges de contraintes.

B Domner la loi de Hooke générdiste

L’ andyse des déformations en un point d’ une structure ou d’ un objet et leurs méthodes
de transformation sont anaogues a celles des contraintes du chapitre précédent. Les
relations éablies sont particulierement utiles aux éudes expé&imentaes a partir des
jauges de contraintes. En effet, les jauges étant orientées et collées dans des directions
données, il et souvent nécessaire de transformer et manipuler les résultats obtenus.

1 - Analyse des deformations planes

Dans le cas le plusgénérd, les déformations en un point d' une structure exigent la com-
binaison de six parametres : trois alongements relatifs (e,, ¢, £,) du méme type que celui
défini en traction (¢ = AL/L) & trois angles de glisssment ou trois glissements
(V> Yo ¥, AU MEmMee type que celui défini dans le cours sur le cisalllement.
Expé&imentalement, I’emploi des jauges de contraintes permet de déerminer les défor-
mations (g) dans des directions particuliéres. Afin d’andyser et de concevoir, les ingé-
nieurs et les techniciens doivent souvent transformer les valeurs mesurées pour obtenir
les déformations dans d' autres directions. Ce processus de transformation est décrit au
paragraphe 1 dans le cas des déformations planes, ou I’ on ne prend en compte que les
déments ¢,, ¢, et v,

Remarque : bien que les contraintes planes (g,, 0,, 7,,) €t les déformations planes uti-

lisent les unes et les autres trois composantes agissant dans le méme plan, I'une n'en-

traine pas nécessarement I'autre et inversement (fig. 12). Ceci résulte de I'effet de
Poisson décrit par la figure 1. Une contrainte o, dans la direction x entraine non seule-
ment I'dlongement ¢, mais auss les contractions g, = - ve, €t g, = - v, (v = coefficient
de Poisson). A I'inverse, une déformation plane ¢, exige une contrainte o, qui entraine
a son tour des contrections ¢, e ¢, (Poisson). Pour obtenir g, = 0 et un éat de
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deformation plane, il sera néoessaire d appliquer une contrainte o, supplémentaire pour
annuler les effets de o, sur z. A noter que les glissements et les contraintes de cisalle-
ment ne sont pas affectés par le coefficient de Poisson et 7, = 7, = 0 implique

sz = sz = O
z
S Z
J
N la contrainte plane g,
n'entraine pas de déformation plane (x, ¥)
A car g,#0
\ Y
a) avant chargement X
et déformation
Fig.1
états de déformation  planes
Y avant__déformation %; N
déforapéstion w
—————— -4 |
I |
| |
| |
I = [
e |
L L ‘ >
a) allongement relatif &, b) allongement relatif &,
YA Ty
yA 4 ‘\7/ Y
A N I A —— . A
>7"y4\ Yxy =—2——axy , // ‘
/ /
/ - / A
/ / // // w
! / / /
// // / /
Cxy / —»
/\‘ I e dr X
Y -
c) glissement 7y, d) combinaison des trois déformations & €, ¥y
‘ig. 2

1. Equations de transformations

&, €, Yy €Nt connus dans les directions (X, ), les équations de transformations per-
mettent de déterminer €, €,, €t %4, danslesdirections (x,, y,) indinéesde I’ angle 6 par

rapport a (X, y).
La démarche et la méhode de détermination est la méme gu’en contraintes planes :

o, est remplace par €, o, par ¢, et t, par 1/2 v,

YAV
’7§ _____ v
/

A 7 1A —>
/>
/I / } équations
! de transformation

Fig. 3
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E.+E E—E T )
£ = ; y+——2——3c0523+%sin29 (1)
Be 5 sin20+ 2 cos26 (2)

S dans I'équation (1) on remplace 6 par 6 + n/2 (ou 6 + 90°), on obtient ¢, :

gt ;8” = g"; 5 05 20— % sin 26 1@

Remarque : S on goute membre a membre les équations (1) et (3), on obtient :

£1+8y1:8x+ Ey

X

Convention de signe

£, et ¢, sont postlvgs 9 dles quendrent des dlongeme_,nts suivant x et'y. y,, est positif
s I'angle AOB devient plus petit que 90”. Ces conventions sont en correspondance avec
les conventions de signe des contraintes (¢, > O entraine un alongement, efc.).

2, Déformations principales

Comme pour les contraintes planes, il existe une direction 6, pour lagquelle ,, = 0,
£ = €, €t & = €,,. Les relations sont analogues :

2 2
tan 26, = —_ en posant: R- S
E—E&, 2 2
Et+E
81_ maxl_ X2 "+R
&, + &
82_8mini='-:7“i-R
y o
A
k r———————- 7—"— Yo %
/ L
/ /I >,‘ -
Ty / / g e 4
7= ;e
// //
> Yx,y,=0
> pYp
‘ €,dx

Fig. 4

Remarque : les relaions précédentes supposent des matériaux isotropes.
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3. Glissement maximal

Méme demarche que pour la contrainte de cisallement maximde, ¥, et maximd
pour

0=0=0,=45°

E—E ) £, ~ E, 2 2
9c=_ al d —@= = ul b (Zﬁ)
tan 2 % > R \/[ > J+ 5

i

4. Cercle de Mohr des déformations

Encore une fois, méme démarche que pour le cercle de Mohr des contraintes.

&

A
y

66 =8,)
A BO-90°) - |
ol 7k '
= o
E| o E(6 = 6, +90°) l =
S | S
SN | S
|
Y v I (6=6, y .
0 J(9=9,,+902 ! 26, [N}
3 |
. ;\é‘\ o D0 = 8,) % o
- 2 3 Q\’ | 261 A g
| '~
A8 -0
Emoy=Ev+Ey \|F __ ( ) Y
—5— £~ &
- -l D P
Yo le Ex -
2
€x

-
-

\

cercle de Mohr des déformations : principaux paramétres

Fig. 5

Les deformations ¢, ¢, € ,, apparaissent en A et B.

C le centre du cercle est situé aladistance OC = (g, +¢)/2.

Les d&formations dans une direction quelconque x, (6 = ;) apparaissent en D et E.

L’ axe ¢ est orienté positivement versladroite et I axey,, , positivement versle bas. Il en
résulte que les sens des rotations 26,, 26, et 26, sont les mémes que ceux 6, 6, et §, de
la figure initide,

Les dé&ormations principales apparaissent en | et J et correspondent aux points d' inter-
section entre le cercle et |'axe ¢. Pour ces points ¥, = 0.

Le glissement maximal apparait en G (6 = 6, + 45" ;%0 = = Yoaa2)
a en F (9 = ep = 45” ) %(9/2 = ’}Imaxi/Z)‘




32. Andys des déformations

5. Exenpl e

Un éément de machine supporte en
un point les déformations planes sui-
vantes :

g = 500 x 10 ;¢ = 100 x 10
%y = 200 x 10

a) Déterminer les déformations dans
la direction x; a 30".

b) Déterminer les déformations principales.
c) Tracer le cercle de Mohr des déformations.

Fig. 6

Résolution

€ +& (500 + 100)x 10°°

5— = 5 =300x 10°°
E—§& _ (500-100)x 10°¢ _ 6
——= > =200x 10

& = 200)2 10_6 = ].OOX 10—6

a) Déformations dans la direction x,

= 300 x 10 + 200 x 10® cos 60" + 100 x 106 x sin 60" = 486.6 X 10°

m
|

x1

300 x 10 = 200 x 106 cos60” - 100 x10% X sn 60" = 113,4 x 10

€1

B4 = 2200 x 10%sin 60" + 100 x 10%cos 60" = -123,2 X 10°

Y Xyl = = 246,4 X 16

Remarque : g + ¢ = 600 x 10¢= ¢, + g, = (486,4 + 113,4) x10%®

b) Déformations principales

tan 26, = - - 200x10°° o 6.=13.3° o
an -5 (500- 100)x10° =05 » =13,3°et 103,3

R=/[552] +(%] =\/[200x 10T +[100x 10T = 224 10~

_E+E,
1= > +
S E+E
)

1"‘2— ~R=224x10"° et y..=448x10"¢

=(300>< 107°)+(224x 10°)=524% 10"°

-R=(300x10"%)-(224x 10"*) =76 x 10"
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¢c) Cercle de Mohr des déformations

¢) déformations principales

300 x 1078
G
_[100x 1076 - A
P
D =
— X
B ‘1"?1\ cg\‘
:g I
o
0 1 'y Yy ‘E
U1 A | o
A : 20, 2 ¢
} = 26,6° X &
| o
| 2y X
E I A 8
| 200x 10°° "
| [
Fl L
500 x 10°%
Y =3 >
o
2
Fig. 7
A
y ljéy — 200 x 105 > Résultats
w
_________ —
i 4 [
I II =
/ | b
I k e
! ! X
! ! 8
I — X
gd, 500 x 10-%d, R 5;0
y 6 g
. y . "
a) déformations &, g, Yy 12 /,/ 5 é},, X
/// \ o
< \\ >
\ A ap
\ £
Yayt e N
L0
-2464x 108/ "\ W
N\
3\ -
0 =300 g

ig. 8
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Il - Jauges de contraintes

La mesure des déformations en un point (M) est généralement rédisée par un ensemble
de troisjauges (A, B, C) encore appelé « rosette », Les jauges sont collées sur la surface
(libre) de lagtructure ou de I’ objet et, sous charge, suivent les déformations de celui-ci.
Les déformations mesurées sont uniquement celles du plan desjauges. Sil n'y apas de
contraintes en surface (pression superficidle, ec.), les jauges supportent un éat de
contraintes planes et non pas un éat de d&formations planes (voir différences, fig. 12).
De plus, la normale (ou la perpendiculaire) a la surface est axe principal de déformations.
S les jauges ne mesurent pas les déformations selon cet axe, néanmoins ces déforma
tions n'affectent pas cdles rédisées dans le
plan des jauges.

Dans le cas générd, les jauges sont orientées
dans trois directions définies par les angles 6,
6, 6. € permettent de mesurer les deformar
tions &,, &, . Suivant ces directions. A partir
de ces vaeurs et des éguations de transformar
tions du paragraphe Il, il est possible d' obte-
nir les deformations ¢,, ¢, €t y,, €t les défor-
mations principales au point M. On obtient :  Fig. 9

€, = € cos? O, + &, sin® B, + 7, 9N 6, oS 6, (1)
& = & cos? O + ¢, sin? B + ¥, SN 6 COS 6, (2)
& = & cos? O + ¢, sin? 6. + ¥, SN 6. COS (3)

Lesvaeursdee,, ¢, et g, sont obtenues en résolvant le systéme de trois équations (1), (2)

x? Y

et (3) atroisinconnues. Les jauges sont souvent collées dans des directions a45” ou a
60°, ce qui smplifie les équations précédentes (fig. 10).

| G |

c B
B

60°

45°
60°

45° - : -
= [ =/

a) Rosette a 45" b) Rosette & 60"

Ex=Ep;Ey=EQ eX=eA;gy=%(253+2£c—£A)

Yo =2€5~(€a+EC
Xy ( ) 7xy=%(38-30)

Fig. 10

Remarque : g les directions principaes sont connues (symétrie, etc.), deux jauges
orientées suivant ces directions suffisent pour les déterminations.
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Exemple

60°
60°

-
J

Fig. 11

Sous charges (F,, F,, F,), on mesure les déformations en un point A d'un composant
mecanique par I'intermédiaire d'une rosette a 60". Determiner g, €, €, €t les déforma-
tions principales ¢ €t ¢, si :

€ =120 x 10 ; & = 260 x 10 ; g = 400 x 10°.

Résolution

& =€ =120x107°

6= 1 (26 + 26— <)) =%(2>< 260 + 400x 2 — 120)>< 107° = 400 x 107

0 ) ;
% = 7% (260-400) x 10°° =~ 162x 10°°

Déformations principales

R= W (1205 400j2+(122T

1
& =&t {120+ 400)x
2 +R= 0

£ = ; & _R=(120+400}2%10"~ 162x 10°= 98 x 10™°

x10°=162x107°

-6

+162x 107 =422x 10°°

9 =

1] - Relations entre contraintes et deformations

Les relations de ce paragraphe supposent des matériaux homogeénes, isotropes et se
déformant de maniére linéairement éastique.

1. Loi de Hookegeneralisee

Soit un point d'un matériau supportant un état de contrainte triaxial o, 0,, O,, engen-
drant les déformations g, €, €,. Les contraintes sont liées aux deformations par la loi de
Hooke (o = Ee en traction) et le coefficient de Poisson v tel que &, = = VEongitudinale:
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En superposant les trois états de contraintes, on obtient la loi de Hooke généralisée :

e =1/E[o, - v (0, + )
g=1/Elo, - v (o, + 0]

g,= 1/Elo,- V (o, + o)l

Ty = GYy ;s Tp = G¥y 5 T, = Gy,

Remarque 1 : & partir des équations précédentes, on peut exprimer g, o, € o, en
fonction ¢, €, et ¢,

Xy Ty

__E _
STl e e el

. E

=T vi-2v
. E

C=TEni-29

[(1-V) &+ Ve, + &)
[(1-V) & + Ve + )]

Remarque 2 : les trois constantes caractéristiques du matériau E (module d éasticité
longitudinal), G (module d élasticité transversal) et v (coefficient de Poisson) sont liées
par la relation : E

“2(1+v)

Exemple : reprenons |’exemple du paragraphe Il avec E = 200 GPa, v = 0,3 et déter-
minons les contraintes principales en A.

Résolution : au point A, la contrainte ¢, normale a la surface est nulle (pas de pression
superficielle, etc.) ; les contraintes exercées sont des contraintes planes. Appliquons la
loi de Hooke géneralisée dans ce cas avec 0, = 03 = 0.

Les déformations principaes obtenues étaient :
g =422 x 10% et g, = 98 x 10

£ =%[al— v(a, +0)]

422x 108 =|—L V4= 1

g (200x 109Pa_) (4-039) .

84,4X 106‘-:0-1—0’30.2

£2=%[0'2—v(d'1+0)]

98x 107 = 1 - (2)
X (200><1o§1>a)("2 0,30

19,6x 10°=0,-0,30,

La résolution des équations (1) et (2) donne : 0, = 99,2 MPa et ¢, = 49,5 MPa.
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Remarque : ces résultats auraient pu étre obtenus a partir de g, = 120 x 107 ;

g, = 400 x 10% et 3, = =162 x 10°%.

A partir de ces valeurs, on obtient ¢, = 52,8 MPa et 6, = 95,9 MPa en utilisant les équar
tions de la remarque 1.

T, = Gy, = 76,9 x10° Pax (- 162 x 10 = - 12,46 MPa

en remarquant que :

G=—E _200x10° ¢ 9, 10%pa
2(1+v) 2(1+03

Ayant ©,, 0, et T, on obtient les contraintes principales o; et @, par la méthode decri-
te au chapitre précédent :

R, /[%J i - ¢ (E’Z’gzﬂj +12,42° =24,87MPa

01=040, p_ 52,8 % 95,9-+ 24 87 = 99,2 MPa

52,8+959
g k= 2

_0x+0,

0z = - 24,87 =49,5MPa

2, Comparaison de I'état de contraintes planes
et de I'etat de deformations planes

i

Contraintes Déformations

planes

planes

Exz0;6/#0;6,20
}’xy?ﬁo

Etat
Contraintes 02=0,1¢=0;1,=0 Tx=0;7y,=0
Ox#0; 0y#0;1y0 0x#0;0y#0; 020,720
Yxe=0; ¥yz=0 PP
Déformations £7=0;Yy=0; =0

exz0;€y20; y=0

<-
<

ec= 14 [1-1) 0x-v0]

Valeurs  avec Oy= g (&) tvey) €y=1—E—V[(1 —v)oy-voy]
loi de -V o 1 .-
, ",'°°|F‘e, €y = % (0x = vu,) =T v)$1 —ay[(1=v)Extvey]
généralisée ] i
&y 1@ (o) = voy) T (f-2v) [(1=v) €y + vex]
vE
€= —% (O'x+ O"y) 0; :(1_+|;)(1—'2V)(€X+8y)
Ty = G Yo Ty = 9 Yy

Fig. 12
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EXERCICES A RESOUDRE

Un point d'une structure a un éat de déformation plane caractérisé par :
g =500Xx 106 ;¢ ==300x 106 ; %, = 200 x 10, Déerminer les déformar
tions dans la direction x; a 30".

Ré

{

g, = 387 X 104 ¢, = 187 X 10 ; %,,, = 592 x10%,

Un point d’ une structure supporte un éat de déformation plane caractérise par
g =350 X 10¢;¢ =200 x 10° et y, = 80 10 Déerminer les déformations
principaes, le glisssment maximal et les directions correspondantes.

Réponse

g = 360 x10% ;5= 190 x10°; g,= 14,03°; %,,= 170 x10%; = 59,03".

Au point M d'une gructure, on
colle une rosdtte ddta (rosette a
60"). Les mesures sont :

g, =120 x 10%; g =270x 10°
et g =528 x10%.

a Déeminer les déformaions
principaes.

b) Déterminer les contraintes princi-
pades en M g la dSructure est en
acier (E = 200 GPa ; v = 0,3).

Réponse | —— e
g = 544 X 10%,6 =68 X 10°; 6,= 193°; X
o, =124 MPa ; 6, = 51\Pa. A
Fig. 13
U Une rosstte 245" et collée en A

1 sur un bras de renvoi. Sous charge,
les mesures expé&imentaes don-
nent :
g, = 400 x 10
g = 260 x 10
&= -225x 10°

Déerminer les déformations princi-
pdes & le glissament maximdl.

Réponse

£ =445 X 10® ;5 =~ 270 x 10"
Yomi = (14 X 1076,

Fig. 14
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O Aupoint M d'une clé, on mesu-
re les déformations a I'aide d'une vis
rosette & 60" :

g, = - 78 x10°

g = 40 x 10°

g = 50 x 10

| Déterminer les déformations princi-
pdes et le glissement maximd en ce
point.

Réponse

g =862x 10" ;5= =782 x 10" ; 0p= ~ 58" ;

2mm =164 x 107 avec £,,, = 40 x 10 et
), = = 13",

Fig. 15

d  Dewx jauges A et B sont collées
a la périphérie d'un arbre de trans-
misson (diamétre d = 80 mm) dans
des directions a45”.

S les mesures sont ¢, = 250 x10°¢
et g = - 250 x 1075, déterminer le
couple M transmis S I'arbre est en
acier (E =200 GPa ;v =0,3).

-M

Fig. 16

(L __ Reprendre " exercice 6 avec un arbre de diamétre 50 mm, une seule jauge (A)
collée dans une direction & 25" indiquant ¢, = 300 10,

Déterminer |es déformations longitu-

d Ure cuve de compresseur
d' épaisseur mince e = 8 mm et de
rayon intérieur 400 mm supporte
une pression intérieure p = 20 bars.

dinaes (g, e circonférentielles (g).

Lacuveest en acier (E = 200 GPa,
v = 0,3). En déduire le glissement
maximd. Fig. 17

Réponse

& =2§[’;(1 -2v) =100 x 10°°;

g, =%E(2 -V) =425 x10°°:

towt = = (1 +V) = -325x10°%,

d Reprendre |'exercice 8 avec une cuve sphérique. En déduire I'allongement du dia-
métre Ad.

Réponse

g =g =€=E(1-v)=175 X 10%; Ad = 0,14 mm ; %, = 0.




GENERALITES
STATIQUE
DES FLUIDES

OBJECTIFS

W Définir la mécanique des fluides.

B Introduire les notions de masse volumique, de densité, de visco-
sités cinématique et dynamique.

B Indiquer les principales familles de fluides.

W Développer les propriétés et les principaux théorémes de la sta-
tique des fluides : théoréme de Pascal, relation entre pression et
profondeur, poussée d'archimede, forces de pression exercées
sur une paroi plane.

La mécanique des fluides est la branche de la mécanique qui &udie le comportement des
fluides au repos ou en mouvement.

Ses résultats sont indispensables a la plupart des industries (aéronautique, automobile,
hydraulique, chimie.. .). De la méme maniére que le sang; les veines et le coar sont a
I’ origine de la vie, le transport et la circulaion des fluides sont a I origine de nombreux
processus et de nombreuses réalisations.

Il existe deux familles principaes de fluides : les liquides (y compris les poudres ou pro-
duits pulverulents) et les gaz. Les liquides ont la propriété d étre incompressibles, dors
que les gaz sont compressibles.

L’étude des fluides se divise en deux parties : I'éude des fluides compressibles et I'étude
des fluides incompressibles, comprenant notamment I’ hydraulique.

_étude
des fluides
incompressibles

fivide = liquide ou gaz mécanique des fluides

étude
des fluides
compressibles

Fig. 1
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I - Géneéralités

1. Masse volumique p (lire rho)

C'est la masse de I'unité de volume. L’unité est le kilogramme par métre cube (kg.m™).
Exemples : pour I'eau p = 1 000 kg.m™® ; pour I'air p = 1,293 kg.m™3,

2. Densité d

masse volumique d’un corps _ . .
d= = un nombre sans dimension
de I’eau (liquides ou solides)
de I’air (pour les gaz)

masse Vol umique{

Exemple : huile minérdle = 920 kg.m™, densité correspondante d = 0,92.

3. La viscosité

C'est une propriété importante. Elle caractérise les frottements internes ou intermolé-

culaires a I'intérieur du fluide, autrement dit sa capacité a s écouler.
La propriété inverse est la fluidité. La température a une grande influence sur la viscosi-

té des fluides. Celle-ci diminue lorsque la température augmente.

a) Viscosité cinématique v (lire nu).

Elle est déterminée, pour les liquides, en mesurant a une température donnée la durée
d'écoulement d'un volume connu de liquide a travers un appareil comportant un orifice
(tube capillaire) de dimensions normalisées. L'unité est le métre carré par seconde

(mz-S'l)-| 1 =1 stoke = 10% m%.s! = 100 cst

b) Viscosité dynamique y (lire mu)
Elle caractérise |’ aptitude des couches de fluide a glisser les unes sur les autres (compa:
rable au frottement existant entre les surfaces planes de deux solides en contact).

‘ vitesse AV
couches : — mouvement > - AT
plaque au repos| fde fluide [ plaque mobile }———» plaque mobile I——>
[ van) /£ %1 ] A — 7 »Z—)
L 777 7
f - ll I r lr[" @—AVL{
= —7 I I = t 1 i 1
l' X I’ r r < 1’, 4 ’.IAV
L ) I I
£ 5 7, — biti fixe y = Py —==penteZy
7 77 7l 7 Z
Fig. 2

La couche de fluide inférieure adhére au béti en B : elle reste fie. La couche supérieu-
re a le méme mouvement que la plague. Pour un fluide newtonien (fig. 4), les couches
de fluide successives entre A et B glissent et frottent les unes sur les autres, toutes de la
méme fagon (ceci n'est pas vérifié dans les autres cas).




a9, venerallies « stalyue des Tuides

S AT est la force néce pour déplacer la 60 v (m2s™)
couche A a la vitesse AV par rapport a la =
couche B, Ah I'épaisseur du film de fluide et | () e
AS l'aire de contact entre les couches, alors %‘%&%
la viscosité dynamique p est définie par : )\S’\;‘o/— hydragéne-
V 1074 ~ \\ \\
T=ﬂ(A—] =t \‘\ X \\\
ah ® INANAN
. AT ={contrainte de cisalle- } Si. o0,
AS ment entre couches 0 /,'//V——
AV _ [ accroissement de la vitesse (8)
Ah { entre les couches succv&s} N
N
" ' AN
L'unité est le pascal seconde (Pas) ou la 05 \\ ~
poise ; 1 poise= 0,1Pas | = S S
Relation entre viscosité dynamique et visco- © > e
Sité cinématique : T
p en Pas ou N.s.m™
v=% avec | v en m?.s! 107 | , —
p en kg.m3 200 0 20 40 60 tzétr)n péraltgse %“zco)
Fig. 3
Viscosités de quelques fluides a 20" C et a la pression atmosphérique.
fluide p(Pa.s) plkg.m3) v (m2.s71)
hydrogéne 8,8 x10° 0,084 1,05 x 10*
oxygene 2,0 x 10 1,31 153 x10°
ar 1,8x10°5 1,20 151 x 10°®
acool éhylique 1,2x103 787 1,52 x 10
gazole 1,3 x 107 893 1,45 x 10°¢
essence 29 x 10" 680 0,422 x 10°
kéroséne 1,64 x 1073 823 2,0x 10°
huile SAE 10 ¥ 0,088 909 0,97 x 10
huile SAE 30 0,29 909 3,2x 10
huile SAE 50 0,70 909 7.7 x 10
octane 0,51 x 10’ 701 7,3x 107
propane 0,11 x 103 495 0,22 x 107
fréeon 12 2,62 x 10" 1327 1,97 x 107
0°C 1,788 x 10 1 000 1,788 x 10°°
10 1,307 x 1073 1 000 1,307 x 10°®
20 1,003 x 103 998 1,005 x 10°®
L . A __0802x10° __ |
S| B B TN O A 996 _ 0,662 x 10
eau a 50 0,548 x 1073 988 0,555 x 107
| 60 e 22100 983 | ___ 0A75x1Q" |
70 0,405 x 10° | 978 0,414 x 10°
80 0,355 x 107 972 0,365 x 10
90 0,316 x 10" 965 0,327 x 10°®
100 0,286 x 10~ 958 0,295 x 10°
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MECANIQUE DES FLUIDES

4. Différents types de fluides

Il existe trois familles de fluides : les fluides viscoélastiques (farines de blé, poudres
diverses.. .), les fluides dont les caractéristiques sont fonction du temps (peintures a
sechage rapide, produits aimentaires liquides, solutions de plétre...) et les fluides dont

les caractéristiques sont indépendantes du temps. Cette derniére famille, la plus nom-
breuse, présente différents comportements :

TA
< =00 cas d'un solide parfait

piastique idéal chocolat, graisses,

AV peintures, soupes,
T=To+H ( Ahj dentifrices, savon ...

non-newtonien (pseudo plastique)

T K[AVJ n<i graisses,

A

Ah mayonnaises ...
newtonien
f v eau,
T = # A huiles,
‘Ah air ...
To / nan-nowtnnisn (dilatant} olutions ave
-~ AV l{e concen ctrap 1on
T= K[ J n>1 en poudres
Ah (eau + sable) ...
_ cas de fluides
£ > p=0 non visqueux
AV
AA
Fig. 2

|1- Statique des fluides

La statique des fluides s occupe de I'étude des fluides au repos.

1. Propriétés de la pression en un point d'un fluide

Propriété 1

Les actions ou les forces de pression sexercent -toujours perpendiculairement
aux surfaces sur lesquelles elles agissent.

Propriété 2 : théoréme de Pascal
La pression en n'importe quel point d’un ﬁmde &st la méme dans toutes les direc-
tions ; verticale, horizontale ou inclinée (quel que soit I'angle d’inclinaison).

Montrons la propriété 2 en éudiant I'équilibre d'un prisme de fluide de petites dimen-
sions (épaisseur constante AY = 1).




JJ. Jcliclaities = siallyjue Ues HUIIES

réservoir -

Fig. 5
Poids du prisme : mg = pVg = pwg = pgAX_;‘g

P, P, et P, supposées différentes au départ, schématisent les forces de pression sur les
faces BC, AC et AB. Les résultantes correspondantes sont :

P AZAY =P, AZ ; P,AX AY = P, AX et P, AS AY = P, AS

D’aprées le principe fondamental de la statique :
p?AXZAZ+PsA§+PXAZ+PZAX=6)

Projection sur x : p. ASsna-p AZ=0 (1)

Projection sur z : pg AXZAZ +p, AScos a-p, AX =0 2)

En remarquant que AX = AS cos a, AZ = AS sin a et que le terme pg M&q négli-
geable devant les autres, les équations 1 et 2 donnent : 2
P,=P.etP, =P,

Une éude anadogue, avec le prisme placé dans le plan (y, 2z), nous donnerait
P, = P, = P, En définitive :

’Ps: P = P,= P | qud que sit I'angle a.
Autrement dit, la pression est la méme dans toutes les directions.

2. Relation entre la pression, la profondeur et la pesanteur

réservoir -
O‘

- cylindre  élémentaire
———————————— de fluide

Fig. 6
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IMIECANIQUE DES FLUILED

BREE. 438

Afin d' é&dblir la rdation cherchée, éudions I'équilibre d'un cylindre éémentaire de
petites dimensions, de hauteur Ah, de surface de base AS.
‘Le principe fondamenta de la statique donne :

——

(P+AP)AS+15A—)S+m—g’=6)

En projection sur laverticde z et en remarquant que mg = pg AS Ah :
(P + AP)AS —PAS —pg ASAh =0
dou:[ Ap= pg Ah

Application : liquide dans un réservoir.

P, est lapression ala surface du réservoir
et P, la presson a la profondeur h. La
pression augmente avec la profondeur et :

AP = P, - P, = pgh

unités: Py et P, en Pa Mo |
p mase volumique du fluide (kg.m3) |
g=98lms? A
h profondeur en m Fig.7

Exemple : déerminons la pression dans I'océan a une profondeur de 1 000 m,
p=1030 kgm?3 P, = pressonamosphérique = 105 Pa.
Py-P,,=1030x9,81x1000

Py, = 10° + 101,043 x 10% = 102 x 10% Pa = 102 bars.

Schématiquement, la pression augmente de 1 bar tous les 10 metres.

3.Pousséed’Archimede

Théoréme
La résultante des forces de pression exercées sur la surface d' un objet complétement
immergé, encore appelée poussée d’Archimeéde (F,), est égale et opposée au poids

du volume de fluide déplacé par I'immergon

a) Mise en évidence

Fig. 8




33. Généralités - statique des fluides

Le volume fictif de fluide de la figure 8 reste en équilibre sous I’ action de son poids mg

et de I’ensemble des forces de pression exercées sur sa surface extérieure par le fluide
environnant.

L’ gpplication du principe fondamenta2 la statique montre que la résultante des forces

de pression (ou poussée d archiméde F,) est égale et opposée au poids mg.

p : masx volumique du fluide (kg.m™3)
— — V : volume de fluide déplacé (m3)
g=981lms?

F, : poussée d’archimede (N)

Remarque : f,: apour point d’ application le centre de gravité du fluide déplacée, enco-
re appelé centre de poussée A ; dle ext verticae et orientée de bas en haut.

Exemple

Déerminons latenson T d'un fil A
(AB) tenant une sphere de 5 kg, gheesig ]l — -8 =
de volume 1,5 dm3 (1,5 litres), s B

immergée dans un réservoir - ol
d eau (1 000 kg.m™). — Tz T

P+T+ F—A) -0 Fig. 9

dol T = P-F, = mg-pVg

T=5%x981-1000x 0,0015x 9,81=343 N.

b) Cas dun solide partiellement immergé

Dans le cas d' un solide partiellement immergé, ou dans le cas d’ un solide completement

immergé mais non homogene, le centre de poussée A est distinct du centre de gravité G
du solide, ce qui influe sur la position d’ équilibre de cdui-ci.

Exemple

métacentre __— "

G = centre de gravité ™
de I'objet

A= centre de poussée
(poussée d’Archiméde)

Fig. 10

Le point M, Stué al’intersection de la verticale passant par A et de |’ axe de symétrie du
solide, est gppelé méacentre et d,, est |a distance métacentrique.

S M es Stué au-dessus de G, il y atoujours stabilité ; le solide tend a revenir dans sa
position d’ équilibre gopres un écart. 1l y aingabilité dans le cas contraire, lorsque M est
au dessous de G.
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VECANI QUE DES FLUIDES

4. Forces et pressions sur une paroi plane immergée

a) Cas dune paroi verticale

Données :
P, : pression a la surface du fluide fluide  paroi
Py=P,+ pgZ

Z . profondeur

Zg . profondeur de la résultante ﬁ
Zs . profondeur du barycentre ou
centre de gravité G de la surface S
de contact paroi/fluide

p : masse volumique du fluide

\distribution des pressions
g= 9,81 ms?

S : aire de la paroi soumise a la pres-
sion du fluide

Si Rest la résultante des forces de pression exercées sur la paroi et Zg sa position, on
montre les relations :

Fig. 11

IyG
47
.S ¢

R=pgSZ; | et Zq =

I est le moment quadratique de la surface S par rapport a I'axe y, (axe passant G et
perpendiculaire a x et z).

Exemple : déterminons K et Z; pour une paroi rectangulaire, de hauteur h = 2 m, de
largeur p = 3 m, soumise a I’action de I’eau (1 000 kg.m3).

R=pgZ:S
=1000x9,81x1x(3x2)=58 860N

avec Zc=g=1m

3 3
o= 322 5

Ve=T2 =712
_ 2 _ _2h
ZR——1x6+1—1,333m— 3

Fig. 12

b) Cas d'une paroi inclinée -
Py = Py + pgZ, pression en M et R résultante des forces de pression qui s’exercent
perpendiculairement a la paroi.

R=pgSZ;
La position du centre de poussée A est
donnée par :

Ur = UIGy-GS +Us
avec UR:SiZTR(Z= G et UG:gfxea:OA



33. séneralites - statique des fluides

EXERCICES A RESOUDRE

O Un résevoir est rempli avec de
I'eau (1 000 kg.m) sur une hauteur A
hg = 2 M et avec de Thuile (870 kgm)
sur une hauteur hg, =1 m. y
Déterminer |a hauteur d' eau hy, dans

le tube piézomérique rdié a la £
mesedeas : P,=P,=Pamo
sphérique.

Réponse

hy= 2,87 m.

Fig. 14
P R_eprendre I'exercice 1 avec un
réservoir fermé, une presson dar
danslacuweP, = P, = P, (pres i e D
son amosphérique), de I’essence 5" air A
(680 kg.m™), de la glycérine (1 260 ) J £
kg.m3). Dé&erming les dévations £
7, € z; des fluides dans les tubes g
piezométriquesen D et E (zc =0 ; h
zg=12;2,=5Mm) o)
Donnee: P, =P, + 15000 Pa

Fig. 15

L'indication de remplissage
d'un réservoir a essence. est -propor-
tionnelle a la presson mesurée par
une jauge placée au fond du réser-
voir. S le résarvoir est rempli uni-
quement d' essence, lajauge indique
leplein pour h = 0. S, par accident,
on a 18 mm d eau au fond du réser-
voir, pour quelle valeur de h lajauge
indique-t-leleplein ?

Fig. 16

L Le volume apparent (non
immergé) d'un iceberg est de iceberg
1 000 m® (10 x 10 x 10 m). :
Déerminer le volume immergé e la
masse totde de |’ iceberg. B eau de mer
Réponse

glace
(917 kg.m3)

8 115 m?, 8 358 tonnes ; 87,6 % immergé.

Fig. 17

441 —



WIELANWUE DES rLulves

S 442

L un solide cylindrique de densité
inconnue flotte entre de I'huile et de
I'eau. Les trois quart du solide sont
immergés dans I'eau. Déterminer la
densité d du solide.

huile

900 kg.m™3

L Dans la position 1, les flotteurs du
dock sont remplis d'eau ; le navire a
réparer est amarré. Dans la position 2,
I’eau est chassée des flotteurs, le navire
repose sur le dock. La masse volumique
del’eau de mer est de 1 030 kg.m3; la
masse du navireest de 25000t ; cdle
du dock (délesté) est de 30 000 t.

Calculer I'enfoncement h de I'ensemble.

Réponse

L Une bouée munie d'un éclairage,
est placée a I'entrée d’'un port. Le poids
de I'ensemble (sans lest) est de
300 daN. @ Déerminer la tenson de
la chaine (T). b) A partir de quel volu-
me de béton I’ ensemble bouée plus lest
reste-t-il stable ? (on tiendra compte de
la poussée d' archimede sur le béton).

R

P

T =706 daN ; 0,516 m3.

éclairage

h=512m.

dock Position 1 position 2

flottant £ = 150 m navire

E

largeur =50 m

h (enfoncement)
Fig. 21

Une balise flottante, utilisée pour le
repérage en mer (1 025 kg.nd), est
rédiste a partir dun tronc darbre
cylindrique (diametre 80 mm, longueur
4 m) et d'un lest en acier (7 800 kg.m™)
fixé a I'une des extrémités. La masse
volumique du bois et de 620 kg.m3
Quelle doit ére la masse du lest pour
que la poutre dépasse d’une hauteur h
de 0,6 m (on tiendra compte de la
poussée d’Archimede sur le lest).

tronc d’arbre

Fig. 20

Une plate-forme est utilisée pour la
recherche pétroliere. Elie se compose de

/////

12 x 10) liés a la plate-forme par quatre
piliers cylindriques de diamétre 8 m. Les
flotteurs sont enfoncés de 5 m sous la
surface de I'eau. D&erminer la masse
totale de 'ensemble.

Fig. 22

Un purgeur automatique est utilisé
pour évacuer I'air qui S accumule aux
points hauts des conduites d eau sous
pression. Le poids de la sphere est de
20 N. Lamasse volumique de | eall et
de 1 000 kg.m'. partir de quelle

hauteur h y at-il évacudion de I'ar
emprisonné ?

Réponse

h=168,5 mm.
i -—
- = :
V=nh2 (H - ﬁ)
3 purgeurs 7 eau

L (pression P
canalisation

Fig. 23




33. Generaites - daique des fluides

O unbalon sphérique (diametre 8 m)
est gonflé avec de I’hdlium ala pression
de 1,3 bar. La masse volumique de I'hé-
lium, a la presson amosphéique
(P,, = 1,013 bar), est de 0,163 kg.m3
et cdle de I'ar de 1,19 kg.m™3. La
mase du balon et de 50 kg. @) S le

produit presson multiplié par le volume

est congant (PV = congtante), détermi- |

ner la masse d hdium contenue dans le
bdlon. b) En déduire la tendon T du
cable AB fixant le bdlon au sol.

Ré

{ 4

56 kg ; 2 00 N

hélium

Fig. 24

d L aguarium géant proposé et utili-
s dansles parcs d' attraction. La partie
vitrée peut étre circulaires (d = 2m) ou
rectangulaire (2 x 3 m). Déerminer la
résultante des forces de presson sur la
partie vitrée en contact avec |’ eau dans
les cas : a) forme rectangulaire
2 m x 3 m; b) forme circulare, dia
metre 2 m.

aquarium géant

3m

Fig. 27

L Un paaldépipsde (1 000 x 400 X
Z00) en bois (500 kg.m™3) flotte dans un
bassn rempli deau (100 kg.m3),
g = 10 m.s2. 8 Dé&erminer la hauteur
d enfoncement h. b) Déerminer les
distances métacentriques S I’objet et
incliné de 30, 45 et 60°.

Réponse

" = 100 nm ; GM,=104;
SM,; = 138,6 ;GM, = 216,7 mm.

Fig. 25

d Une candisation CD est soudée sur
un réservoir AB = 4 m et est de lon-
gueur 6 m. Le réservoir contient de
Ihuile (900 kg.m™3) et de I'eau (1 000
kg .m™) moaitié pour moitié. Déerminer |
la résultante des forces de pression exer-

cées sur les deux fonds de diamétre AB.

@osm O} X
vﬁm

A A

2my -

omA e 4m
y .ot v
Ble——¢§ m —>
Fig. 28

Q Un cone ayant la forme d'un
triangle équilatérd de cote a & de
masse volumique 950 kg.m= flotte
dans de I’ eau (1 000 kg.m™3) suivant les
positions verticales indiquées en a) et en
b) &) Determiner h, €t h,. b) Les pos-
tions d équilibre indiquées sont-elles des
positions stables ?

Fig. 26

L Ledispositif proposé permet de
maintenir congtant le niveau d'eau d'un
bassin. A partir d’ un certain H, la porte
S ouvre automatiquement sous | action
des forces de pression. Apres évacua
tion d'une certaine quantité d'eau, la
porte se referme sans intervention. La
porte est de forme rectangulaire
(0,6 x 1 m). d a= 27 om. partir de

quelle hauteur H la porte s ouvre-t-elle ?
b) Onimpose H = 100 cm ; quelle doit

étre lavaeur de a correspondante ?

Réponse

H=13m,a=0,257m

déversoir  automatique

porte automatique
largeur 1 m

Fig. 29
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O Lesdeux coffrages proposss
retiennent la méme hauteur
(h = 2 m) de béton liquide. La masse
volumique p du béon liquide et de
2 400 kg.m™. Déterminer, pour les
deux cas, larésultante des forces de
presson sur le panneau AB (largeur
3 m). Quelle est la valeur des actions
exercées par lesappuisen A et B ?

Fig. 30

O Afin d' observer la faune marine,
un hublot panoramique et monté
sur lacoque d un navire a2 m sous
la ligne de flottaison. Le hublat,
indiné de 45°, peut ére circulaire
(1,5 m) ou rectangulaire (2 x 3 m).
La masse volumique de I'eau de mer
est de 1 300 kg.m3. Déterminer
dans les deux cas, la résultante des
forces de pression exercées sur le
hublot.

coque
du bateau

hublot 4

panoramique

horizontale

Fig. 31

O Unba est rédisé a partir d'un
fond carré (2 x 2 m) et de quatre
cotés identiques ABCD (AB =4
CD = 2) de forme trapézoidale sou-
dés ensamble. Dé&erminer la résul-
tante des forces de presson exer-
cées sur chague coté ABCD 9 le
bac et entierement rempli de glycé-
rine (1 260 kg.m™)

R

R = 32949N; U, = 0,88 mm:
Z = 0,625 mm.

glycérine

-~

£

Yy ¢

" 450

fond2x2m

Fig. 32

d ledo proposé est utilisé pour le
stockage des poudres, graines, gra-
nulés... |l se compose d'un réser-
voir, d'une trémie et d une trappe
d évacuation. La partie trémie, sorte
d entonnoir renversé dont la forme
et cdle dune pyramide creuse
tronquée, et rédiste a partir de
quatre panneaLx DCEF identiques.
Les poudres (masse volumique
1 400 kg.m™) dfleurent le niveau
haut (droite AB) du réservoir.

frappe EF.

poudres F |

(p=1030kg.m™) §
Téservoir

trémie

Fig. 33

Déterminer la résultante des forces de pression sur chacune des faces DCEF & sur la




DYNAMIQUE
DES FLUIDES

OBJECTIFS

m Définir les notions fondamentdes sur les écoulements, I équa
tion de continuité et le nombre de Reynolds.

®  Donner des déments pour la détermination des pertes de char-
ge réguliéres e snguliéres

m Décrire e développer la loi sur I'énergie (ou équation de
Bernoulli) ang que le théoréme de la quantité de mouvement
(ou théoréme d’Euler).

1-Not | ons fondamentalessur | esécoul ement s

1. Définitions

L' écoulement d'un fluide peut étre permanent ou non permanent, uniforme ou non uni-
forme, laminaire ou turbulent.

Ecoulement permanent : un écoulement est permanent si la vitesse des particules de
fluide qui se succedent en un méme point, et quel que soit ce point, reste la méme
(constante) au cours du temps.

Ecoulement uniforme : un écoulement est uniforme si la vitesse des particules de flui-
de est la méme en tout point de I'écoulement (méme direction, méme intensité et méme
sens en chaque point).

Fluide parfait ou idéal : un fluide parfait est un fluide dont la viscosité est supposée
nulle (£ = 0 ou v = 0). Il Ny a pas de contraintes de cisaillement dues au frottement
interne entre molécules et au frottement contre les parois. Il N'y a pas de rotation des
particules de fluide autour de leur centre de masse (elles sont dites irrotationnelles). 1l ne
supporte que des forces de pression et les écoulements peuvent étre représentés par des
lignes de courant. ;’5’
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. _ hypothése
fluide réel P, (pression) defluide parfait
l' >
modélisation |+ vitesse (P— {
g > —
canalisation — m
V-0 S j—> 2
forme parabolique P, et V, constantes
des  vitesses Py et V; constantes dans S,

Fig. 1

Lignes de courant : les lignes de courant sont des lignes imaginaires de I’ écoulement
indiquant la direction du mouvement du fluide. Elles sont tangentes en chague point aux
vecteurs-vitesses des particules du fluide.

Tube de courant : un tube de courant est un ensemble formé a partir d’ un faisceau de
lignes de courant (sorte de “candisation”). Il N’y a pas d’ écoulement de fluide latérae-
ment ou transversalement au tube. L’ écoulement S effectue par les sections d' entrée (S)
et de sortie (S).

tube de courant

contraction

lignes de courant tube de courant lignes de courant /” section S,

Fig. 2

Lignes d’émission : aun ingant donné, ¢'est la courbe géomérique décrite par les
particules de fluide qui passent en un point chois de I’ écoulemernt.

Propriété : en écoulement permanent, lignes de courant, trajectoires et fignes
d émisson sont identiques ou confondues.

2. Equation de continuité

En écoulement permanent, la masse de fluide traversant I'ensemble des sections
droites ou transversales d'un tube de courant par unite de temps reste ta méme.

Autrement dit, le débit est constant :
AQ entrée du tube = AQ sortie du tube de courant




34. Dynamique des fluides

Cas d’une canalisation : le débit a I'entree Q, est egal au debit a la sortie Q,.
Déhit en volume ou débit volumique :

5

Qr=0n=8 . Vi=Q»=S,.V; 5 )
& &=0
Quenmis?;S et S,enm?; VetV enmst, v . :>
Débit en masse ou débit massique : v

Fig. 3
Qn = Q1 =PSiVi= Qe = P2 S:Vs

Q.enkgs? p et p, enkgm3,; S, et S,enm?; Vet V,enmsl,

Remarque : p est la masse volumique du fluide ; S, et S, les sections d’entrée et de
sortie ; V, et V, les vitesses moyennes d’écoulement a I’entrée et a la sortie.

Exemple : un réservoir plein et aimenté par
les candlisations (1) et (2) ; réservoire plein
la vidange est assurée par la conduite (3). Il y /
a continuité du débit entre les (3) candisa 7 2
tions . N
= .
Candisgtion Diamétre p 1% 2 Z
{(mm) kg.md) | (m.sY) ! ,
entrée 1 100 700 5 ﬁz
entrée 2 80 700 v, ? 3
sortie 3 120 700 8
Fig. 4

Déterminons la vitesse d entrée V2 et les débits.

2
Qv = Qur +Quy = Qs = S;V; = X912 xg= 0,09048 mes

Q. = pQy = pQ,; = 700 x 0,09048 = 63,3 kg.s!

2 2
Qo= Qu+ Qun = S,Vy + 8V, = ZX-x5+ 22008 v, = 0,09048

0,09048- 0,03927
0,00502

Q,, = 0,00502 x 10,2 = 0,0512 m*s; Q,, = 700 x 0,051 = 35,8 kg.s™

dou: V, = =10,2 ms?

3. Ecoulement laminaire, écoulement turbulent
nombre de Reynolds R,

a) Ecoulement laminaire

Il se produit dans le cas de fluides suffisasmment visqueux, avec une vitesse moyenne
faible et dans une candisation de faibles dimensions. Les trgectoires des particules de
fluide restent paralléles a la paroi. La vitesse des particules qui se succédent en un point
de I'écoulement est immuable au cours du temps.

Exemple : écoulement des huiles des circuits hydrauliques industriels (vérins, etc.).
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b) Ecoulement turbulent

Le plus fréquent sur le plan industriel : la vitesse des particules de fluide qui se succedent
en un point de I'écoulement, plus élevée que précédemment, varie au cours du temps.
Cependant, la vitesse moyenne de ces particules est indépendante du temps.

AL === |5 €écoulement
B colorant colorant = =¥ | laminaire
A écoulement
N tube | incertain
T— }
en verre écoulement
eau turbulent
Fig. 5
Ecoulement  laminaire Ecoulement  turbulent
(Rg < 2 000) (R, >3 000)
_ v
_’0 S| Vina ;
o« >
Vmoy
¥ g () avecd Um o~ l
v =1_(L)2 Vmaxi_1 (R) aves g < M< gl Moy =~ 7
Vmaxi R
o m Yai Re 4000 10000 [ 10° | 105 | 107 [ 10°
o2 [ Vinoy/ Vg | 0790 | 0,811 [0,849]0875 [ 0,893] 0,907
‘ig. 6

c) Nombre de Reynolds R,

Le nombre de Reynolds E, est un nombre sans dimension (pas d unité) qui permet de
fare la différence entre un écoulement laminaire et un écoulement turbulent.

R, < 2000 = écoulement laminaire V = vitesse moyenne du fluide en m.s?
R= V. .d ] 2000 <R <3000 = écoulement incertain  d = diamétre de la canalisation en m
6T VA R, > 3000 = écoulement turbulent v = viscosité cinématique du fluide en m2.s™!
Re = nombre de Reynolds, sans dimension
Remarques pour les calculs, on peut prendre K, = 2 300 comme valeur limite

(R, < 2. 300 : écoulement laminaire ; s K, > 2 300 : écoulement turbulent).

Dans le cas des candlisations non circulaires, prendre :

d=4A avec A : are de la section d'écoulement
C C : circonférence de la section

Exemple : déterminons le nombre de Reynolds d'un écoulement d'essence (viscosité
dynamique i = 2,9 x 10 Pa.s, masse volumique 680 kg.m™) circulant & la vitesse de
10 cm.s! dans une conduite de 5 mm de diamétre.

g 680x0,1x0,005
e” v H 2.9x 107

1 172 (I'écoulement est laminaire).




34. Dynamique des 1uides

|l - Pertes de charge

1. Pertes de charges régulieres

canalisation horizontale

rugosité R

Ri+ ..+ Ri+. .. .+R
-
R= Sttt ~

e,
\ %w

Fig. 7

~ D d
o<
il

Les pertes de charge réguliéres résultent du frottement exercé entre le fluide et la surfa-
ce intérieure de la canalisation. Elles sont proportionnelles a la longueur L de la condui-
te et au carré de la vitesse moyenne V du fluide, inversement proportionnelle au dia-
métre d et fonction de la rugosité moyenne R de la candisation.

a) Formule de Darcy-Weisbhach
(écoulement laminaire ou turbulent dans une conduite de diamétre d)

Ap=p-p=p o

Unités : p,etp,enPa;Letdenm;Venms?!;penkgm3; f sans unité est obte-
nu par I'abague jointe (Moody-Mourine).

b) Frottement f
f caractérise le frottement entre la conduite et le fluide.
f dépend essentiellement du nombre de Reynolds R, et de la rugosité relative R/d.

- I fooo= 64
En régime laminaire : laminaire = ~p3

e

En régime turbulent : f est déterminé a partir de I’abaque de Moody-Mourine.

01”{ » Abagque  de. Moody Mourine rugosité relative !g_ll
0,080 : 007
007004 = 4 0,05
0,060/ Y5 / 004
\= i 0.3
oowfl \B = ozz
0,040 v =t 0,01
0'030 ; .\ ——— == 0,005
0020] -~ A= HH== T T s 0.001
0,015} N )%
S 27,0001
AN — = 0,00005
0,010 : N "i S —— £
' ~- , = 0,00001
I N ™
K. 0.00000 R
0,0050 10° 510° 1gf 510 g5 II'5‘105 106 510‘*‘1 7 s 1((]);5 : bre d ,
m 107 1p - nombre de Reynolds

Fig. 8
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Valeurs indicatives usuelles de la rugosité R
Matériau R (en mm) Matériau R (en mm)
béton 0,3a30 , roulé 0,04 20,10
tube acier
fonte 0,2a04 avec goudronné 0,01a 0,05
soudure
fonte goudronnée 0,12 galvanisé 0,008
bois éuvé 0,2a0,9 | tube PVC 0,01
tube acier | étiré 0,02a 0,06 | -tube étiré (cuivre, liton, etc.) 0,0015
sans
soudure galvanisé 0,07 a 0,10 | verre 0 (=~ lisse)
c) Exemple

Déterminons les pertes de charge dans une canalisation horizontale, en tube d'acier :
d =100mm ;rugositt R = 0,1 mm; L = 50 m ; fluide véhiculé de I'eau a50 °C;
p = 988 kg.m3; v = 0,5534x 10° m2. 57! ;

vitesse moyenne d’ écoulement V = 2 m. s‘ ipy =2 bars.

Nombre de Reynolds : R, = % 361402 ( écoulement turbulent).

Rugosité relative : % {)0%) =0,001. : (R, et % donne f = 0,02 (abaqueMoody)
Chute de pression : Ap = 988 X%: 19760Pa ~0,2bar d'ou p, = 1,8bar.
Energie perdue : W, 1, = lgggo 20 J.lr;g‘1 ( environ 10 % de pertes).

Débit massique : Q, = 988 x rx0,1° x2'=15,51kg. s

4

Puissanceperdue : P= @, x W = 310W.

2. Pertes de charges singulieres

zones tourbillonnaires

-coude horizontal

Fig. 9

Les pertes de charges singulieres résultent de la présence de coudes, raccords, branche-
ments, robinets, etc. Tous ces déments (singularités), installés le long des canalisations,
constituent des obstacles qui freinent le passage du fluide et aménent des pertes de charge.
Les pertes singuliéres sont caractérisées a partir d’'un coefficient de perte k et détermi-
nées par la relation :

Ap=pi-p=pk)- V? enPa) ou (endkg)

Unités : p, et p, enPa;V en ms?; p en kg.m‘3 . k coefficient de perte de charge

(voir graphe et tableaux suivants).
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Eléments d avec  hrides fiteté

25 [ 50 [ 100 [ 200 | 500 | 12 | 25 | 50 | 100

bride fileté
soudes % < |o21|020]019] 116|014 039|032 | 030 (0,29 \

k 0,50 |10,40 | 0,30 ()25 (0,20 20| 15 |0,95 (0,65
:gudes “

K
(rany &40 [030 020 115 0,10 | 10 1070 | 0.40 | 024

Joudes k041035 030|225 |020] 2 | 1.5 |095]065

31800
ﬁ K Ve oz 020115 010
(Rgrand)| ~ ' ' ) ’

B
k- 11124 {0,199 [ 0.14 [ )10 | 0,07 [ 0,90 | 0,90 | 0,90 | 0,90
tés | :as ,4
i | Al -

_______ k 11,0 |0,80|064 )58 041124118 |14 |11
i:as B

robinet soupape
complétementp?)ﬂven k | 13 |85 |60 |58 |55 14(82]70]57

robinet vanne
(complétement  ouvert) k 108 035|016 ()07 [003]03 |0,25 |0,16 (0,11

clapet anti-retour .
(complétement ouvert) k (20 (20 120 120 120 |50 |30 | 22120 | comp %3

Fig. 10

robinet vanne et robinet soupape partiellement ouvert robinet soupape
. :

10,0 N AN robinet  vanne

N 3 w-axd [ODINEL SOUPape

0 { i A— robinet vanne
0,25 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,75 0,80 0,90 l'Oh/D

ig. 11
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K
robinet & papitlon 300,0
100,0 \\
50,0
~
G
10,0
50 B
1,0 o~
0.5 B ——
0,1 oe
720 30 40 50 60 70 80 900
Fig. 12
0 6K sorties réservoir vers canalisations
K )
1,0 0,5 0 =10°
H
i\ 0.4 x\\ / ] 5500
TN N | 7
(-4 - e S _
+* 0,2 ™, >
06 % | eh z
rétra b = L etﬁ-
04F—Lfeisse Men; > %005 010 015 0209 ¢
\\
02 \ d a {_———“——"~"—|
5] |
D GELz 2)eJ
0 062 04 06 08 10 =1 : e |
A I
: ﬁ_‘! : o o ‘ :
expansion rétrécissement =1 | o — :
K My 1 | — —
A= l—/> Q= ol sorties de réservoir ' I
Y v [ J Y A e | sorties de conduites |
vers canalisations | ou de réservoirs |
| I
S e d I
: K=1,0dans les 4 cas :
| A=LOAds ket .
Fig. 13 Fig. 14
diffuseur ou expansion conique
K diffuseur ou expansion conique
7 T T H H H
1.2
- \\
1,0
038
0,6
04
0,2
| ! ; ; ; 1 i ! 0
200 400 60° 80° 100° 1200 140° 160° 180° i g‘(’); 6‘3: gg;
Fig. 15
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Exemple : reprenons la conduite de |I'exemple du paragraphe 1 (d = 100 ; R =
0,1 mm; eaua50°C, p = 988 kg.m™3,v =0,5534 m2.s1, V = 2 m.s™!) avec des coudes
bridés et un robinet a soupape partidlement ouvert (h/d = 0,5). Dé&erminons les pertes
totales entre A et B, sachant que la conduite est horizontale.

réservoir

pression . P?:
Py =2 bars '
B
plar] robinet
horizontal -a soupape
(Wd=0/5) .

Fig. 16
a) Pertesrégulieres
Au total, 50 m de candisations, les pertes engendrées sont celles obtenues dans

I’exemple du paragraphe 1.
f=0,02; Apg = 19.760 Pa.

b) Pertes singuliéres
ktotal = k(sortie réservair) + 2X k(coude a4s") + 2x k(coude a9’ + k(coude a 1807 + krobinet

kpw=05+2x0,19+2x 0,30+ 0,30 + 6,0 =7,78

total —

2 2
Aps=p%=988><=7£§2§2_= 15373 Pa
c) Pertes totales

Ap = ps —Pg = Apg + Apg = 19 760 + 15 373 = 35 133 Pa
Pg = ps-Ap = 200 000 - 35 133 = 164 866 = 1,65 bar

111 - Loi de I'énergie- Equation de Bernoulli

Elle résulte du théoreme de I’ énergie cinétique (voir chapitre “énergétique’ - paragraphe
VII 1) appliqué a I'écoulement d'un fluide.

Pour un tube de courant, le travail des forces de pression et des forces de pesanteur
es égd alavaridion de | énergie cindtique

Energie a Energie gjoutée Energie Energie perdue (pertes Energie a
la section + (pompe, etc) * dépensée " de charges régulieres = la section
d entrée (turbing,  etc) e singuliéres) de sortie

1. Cas 1. pertes de charges negligees, pas d’échange d’énergie

Le tube de courant et énergétique- PE)

o . Q=S V= =SV
ment isolé e il y a conservaion de | ¢ iﬁ»’; (gz) 1T
I'énergie entre sa section d'entrée S, ‘ 121 ————— > w»hgz_ -

. . [{F4
et sa section de sortie S,. e —— 2 - ~»

Fig. 17

Energie & la section d’entrée S, = Energie a la section de sortie S,
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Equation de Bernoutlli pour 1 kg de fluide

Biaz+ V?i S SPAS (ean y

v

et %mvzzz

de égde a 1 kg (m = 1).
mgZ, = gZ, et mgZ,= gZ, caractérisent les énergies potentielles.

% —;,—32 caractérisent |'énergie engendrée par la pression.

mW =

et

Remarque : la somme des trois grandeurs précédentes caractérise le potentiel énergé-
tique du fluide a I'entrée ou a la sortie. L'équation peut encore s écrire :

Zi’a”a“"”r?’é”ergie ,  Vaidion déuergie ., Vaiaion dénegie _
Ue au changement potentielle de pesanteur cinétique

de pression

Pour 1 kg de fluide : B-

P , 2 1s2
P +9(ZZ_ZI)+'VZ 2V1..=0 (enJ kg™

2 2
Variante en hauteur du fluide : B-R +(2-2)+ V' -y

pg 2g =O(er1m)

2. Cas 2 : avec échanges d’énergie et pertes de charge negligées

Une machine placée dans le tube de courant et
échangeant de I'énergie avec le fluide modifie les
caractéristiques de |’ écoulement.

S W, est I'énergie échangée entre la machine et
le fluide, I'équation de Bernoulli s écrit :

Pour 1 kg de fluide

p 2 - . 874 B
praL+ YQ‘ 1/2?%*92’”“’5‘( © 0 Ha)

Lorsgque la machine est motrice (pompe, etc.), elle fournit de |'énergie au fluide
(W,,, > 0) qui sSaoute a celle de la section d’entrée S..

Si la machine est réceptrice (turbine, moteur hydraulique, etc.), elle prend de I'énergie
au fluide (W,,, < 0) qui se retranche de celle en S,.

3. Cas 3 : cas géneral avec échanges d’energie
et pertes de charge

Le frottement du fluide sur les parois des canalisations (pertes de charge régulieres),
les obstacles au passage fluide comme les coudes, tés, rétrécissement, etc. (pertes de
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charge singuliéres) se traduisent par des pertes d énergie du fluide. Ces pertes se retran-
chent de I'énergie dont dispose le fluide a I'entrée S, et Bernoulli s écrit :

Pour 1 kg de fluide
B V2 W2
%*931+‘é“+wl/2'(2”2"d +LE ) 2492+ % (en Jkg)

2
Y f é— Ve somme des pertes de charge régulieres entre S, et S, (voir paragraphe 111)

) KZLZ = somme des pertes de charge singulieres entre S, et S, (voir paragraphe 112).

4. Equation de Bernoulli corrigée (canalisations)

La vitesse du fluide qui entre ou sort d'une canalisation varie le long du rayon de la sec-
tion transversale (figure 6 du paragraphe 13) et et maximale au milieu. La variation est
d'autant plus grande que I'écoulement devient laminaire. Le coefficient correctif a prend
en compte ce phénoméne et permet de corriger I'énergie cinétique.

P oy V2 B V2
p1+gZ1 —2—+ Wl/z—pert&s:?z+g22+0{"’22 (en Jkg™)

Ecouemett lamindre K, < 2 300 | Ecodemet hdet (R, > 2 300)

a=2 | . m 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
a 1106 1,077 1,058 1,046 1,037

. (1 + m)3 (2 + m)
En écoulement turbulent : a= (Voir m fig. 6)
4(1+3m|(2+3m)

5. Exemples
a) Exemple 1 5 ] )

. . s 1 _ _ S ‘P1=Patm
Un réservoir permet daimenter en eau sservol 7y 1{14:0

reservoir
une ingtalation industrille. L'eau est trans || geau E
p N C v y  vamne < Py - P,
gort_ee par une canalisation de diametre 5m] L@g Zi0mm | s 52{ 2 - fatm
= 10mMm 1 }‘
Déterminer la vitesse V, de sortie de I'eau E 100m b,
s les pertes de charges sont négligées. =
FFig 19

Résolution
Appliquons le théoréme de Bernoulli a I'ensemble du fluide considéré comme tube de
courant. S, est lasurface du réservoir (P, = P, ; V,=0;2 =h) et S, est la section de
sortie de la candlisation (P, = P, ;V,inconnue ; z, = 0).
R V? B %
71+ng+ 5 p+g22 5
IDatm I)atm \/22 d
F+gh+0="3"+(gx0)+-2- donne |, =/2gh

Application numérique : V,=/2x981x10=14ms™".

En pratique, les pertes de charge dans la canalisation diminuent la vitesse V,.

Ry
*
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b) Exemple 2
Le fioul contenu dans le réservoir source TR P
L ) . P, réservoir 2 2
(1) est transféré vers un réservoir (2) par 31{% et 8 g:z
. L reservoir
I'intermédiaire d’une pompe et d'une cana z i i

lisation. Le débit est de 200 L.s| les
pertes de charge sont estimées & 30 J.kg! e
entre A et Bl et & 100 J.kg} entre C et DI
La densité du fioul est de 0,85] Dé&erminer

horizontale cote 0

la puissance de la pompe s son rendement Fig. 20
est de (0,8

Résolution
Appliquons Bernoulli entre les surfaces S, et S des deux réservoirs. P = P/ = P,
= pression atmosphérique 3 V| = V)| = 0 (les niveaux des réservoirs varient trés lentement).

2 2
P v B Vi
7 +g21|+—‘21 + Wl,z—pertes=p2-‘ +g22+%

B 1159 +0+ W;,—(30+100) =53 + 55 +.0)

W,,4 = (30 + 100) + 9,81 (55 - 15) = 522,4 J.kg}

La pompe doit délivrer 522.4| joules pour transférer chaque kg de fluide.
Débit massique : Q, = p Q] = 850 x 0,2 = 170 kg.s™*|
Puissance délivrée par la pompe : W, 4 x Q, = 522,4 X 170 = 83 808 W.

: . 88808 _88808 | ~
Puissance de la pompe : Fenderrienl 51 08 =| 117010 W = 111 kW.

c) Exemple 3

turbine
Francis

turbine
Kapian &

Fig. 21

Un barrage est équipé d'une turbine Pelton
dont les aubes sont entrainées par un jet
d'eau sous pression. Le diametre de la
conduite de sortig est de 2,5 m et le débit de
25 mi.sl

Déterminer “la puissance disponible sur
I’arbre de la turbine si son rendement est de
0,7 et s les pertes de charge sont évaluées

a5 m deau.

Résolution

Appliquons Bernoulli entre la surface du lac artificiel (S)) et la section transversae (S,)
située juste a la sortie de la candlisation d évacuation.

P| = P, = pression atmosphérique ; V|| = 0 (le niveau du lac baisse tres lentement) ;
2y=30m; zy=5m; p=1000 kg.m>]
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25
nx1,25%

2
+Zl —~'~-—M§I’U—pertgs=%
_Rahr_\_ Palml

W,
p3+3q +0Yp. 5

2|
W4 = 9.81(30-10) - 20931 - 183 23 kg7

V= = 5,093 ms]

yAa
+ZQ+E

2
500%
2

oy
Pg

+5+

ST YHIGHHGLE WD IUeS

Débit massique : Q| = pQJ =1 000 x 25 = 25 000 kg.s™™.
Puissance sur I'arbre : W, | x Q.| x rendement = 183,23 x 25000 x 0,7 =~ 3, MW.

IV - Théoreme de la quantite de mouvement

(theoremed Euler)

Il résulte de I'application du théoréme de la
guantité de mouvement (chapitre “quantité de
mouvement” - paragraphe 12) a I’ écoulement
d'un fluide.

Complémentaire de la loi sur I'énergie
(Bernoulli), le théoréme permet de détermi-
ner les efforts exercés par les fluides en mou-
vement sur les objets qui les environnent.
Dans le cas d'un fluide, tout se passe comme
s la masse Am de fluide entrant par S| &ait
instantanément transportée et passait par Sj
pendant I'intervalle de temps At. Il en résulte
que la variation de la quantité de mouvement
entre S et Sj et égdle & Q) (V, = V] avec
Q] le débit massique.

masse entrant par §|
Am= @y, Af

enveloppe s
ou canalisation >

fluide
en mouvement

masse sortant par S,
Am= Q. Al

instant t

instant £ At

Fig. 23

Enoncé : la résultante (}fﬁ) des actions mécaniques extérieures exercées sur le flui-
de isolé (fluide contenu dans I'enveloppe limité par S, et S,) est égdle a la variation
de la quantité de mouvement du fluide qui entre en S| et sort par S,

IF=mg+PS, +PS,+R=Q, V- V)

mg  : poids du fluide isolé

P,S, : résultante des forces de pression
sur la section S}

R, ’ :

P,S, : résultante des forces de pression
sur la section §|

—_

R . résultante des actions exercées par

I’enveloppe ou la canalisation sur le
fluide

Fig] 24
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Remarque : la relation est une relation vectorielle donnant des équations de projection
sur des axes judicieusement choisis.
Ecrivons I'équation du moment cinétique en A relative au théoréme précédent :

— —

M,(mg) + M,(P,S,) + M(P,S,) + M,(R) = - M,(Q,V,) + M,Q.V)
MA(YFQ)) - Plsldl + PZSZdZ + MA@ =+ QmV2d2 - valdl

Exemple : déterminons la résultante des actions exercées par un écoulement de pétro-
le sur un coude horizontal & 90". P, = 2 bars, les pertes de charges sont égales a 1,2 m
de pétrole (872 kg.m™). Le débit est de 0,86 m3.s7, le diamétre du coude de 0,5 m et

le poids du fluide sera négligé.

7
4
coude a 90° i | Vo
horizontal tu cﬁ'é'('n'ieisme ‘2
PZ\ \AA|
5
P2 bars)/‘ i
My g TX
781 B 2]
Fig. 25
v _Q 086x4 _ -1
\/1_\/2_@__ x 057 —4,38m..s
2
s=5,=5,=22%=0,19635m’

Q.= pQy=872x0,86= 750 kg.s!
P, = P, = pertes = 200 000 - pg h = 200 000 ~ 872 x 9,81 x 1,2 = 189 735 Pa

Théoreme d’Euler appliqué au fluide du coude isolé (R est la résultante des actions exer-
cées par le coude sur le fluide) :

R+PS, + P8, =Q, (V,- V)

Projection sur x
-R, + PS5 =-Q.V,
R = P, S;+ Q,V; =200 000 x 0,19635 + 750 x 4,38 = 42 555 N

Projection sur vy

R, -P,S,=Q,V,
R,= P,S,+ Q,V,= 189 735 x 0,19635 + 750 x 4,38 = 40 539 N

R=y/R*+R7=58773N

R
6= arctan (—R—i) =43,61°



4. Dynamique aesTiuaes

EXERCICES A RESOUDRE

d _Derminer la vitesse moyenne de
I’eau circulant dans une candisation de
260 mm de diametre avec un débit de
6 000 m? par jour.

1,3mst

Déterminer la talle dun tuyau
devant transporter 150 m® par minute
ala vitesse moyenne de 5 m.s™.

O S le débit dans la tuyauterie est de
252 litres par seconde, déterminer les
vitesses moyennes d' écoulement en A
et B.

V.=2 mst;V,=8 msh

o
Q

<
Qy

Réponse

2200

>

/
L
\

Fig. 26 A

O Lavitesse en un point A d'un écou-
lement laminaire est donnée par larea
tion :

2
V,=5 1—# ms™.

| Dé&erminer la vitesse moyenne de

I écoulement et les débits volumiques et
massiquessi p = 850 kg.m3.

“ f Ai \ I
gl (< '\,<A
y | > _
8 - 7
(] Colee| - '
Yy |y .
Fig. 28

I Deux candlistions A (0 140 mm)
et B (0 80 mm) (dimentent un réser-
La vitesse du fluide en A est de
0,62 ms!, cdleen Bde 0,5 m.s!.

a) Déterminer la vitesse de montée V,
del’eau dansle réservoir. b) Qud et le
temps de remplissage depuish =0 ?

Réponse
V,=0,002 ms?;t = 2 488 secondes.

A

2

o Q

s \

®V “;" ‘ = -

f A B
ATF Ly
2mx3m

Fig. 27

(J _ Reoprendre I'exercice 5 avec un
écoulement turbulent défini par :

Va=5 (1 - (ﬁ)w) ms L.

L Une candlisation horizontale subit

un rétrécissement. L’ eau (1 000 kg.m)

ariveen S, alavitese V, = 1 m.s™ et

alapression de 1 bar.

S en S, le diametre est divise par deux,
| d&terminer P, et V,.

Réponse

V,=4 ms? P, = 0,925 bar.

Fig. 29
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O ' La vidge dun réservoir dessence est

réaliséel par siphonnage a I'aide d'un tuyau réservoir SR

souple. Compte tenu des dimensions de la @5 mm

figure, calculer la vitesse et le débit d’ essen- ) //
L—‘—’é .

ce au bas du tuyau. Les pertes de charge &
sont négligées. T, i R QR

V=37 ms"; Q=727 cm’. s Fig. 30

“n Un tube de pitot permet de mesurer ..
vitesse en un point d'un écoulementl (liquide  [—=flp 4a8trous

ou gaz) dont le débit est peu fluctuant.

L’aignement doit étre correct pour obtenir

des résultats precis.

P| et V| sont les caractéristiques a I'entrée % AR _

S, du tube. P et V| sont les caractéristiques fluide masse volumigue P @%"_’“ﬁ;{e

de I'écoulement a mesurer (V/, = vitesse Fig. 31

dans I’axe du tube).

% d'erreur

; | ; iec 2 (inclinaison
Etablir }_a. relation entre V| et la différence Py 7 du tube par rappot 2
de pression (P| - P,). — >0 [écoulement)

P
0% ol 10N g
Fig. 32

a Le jet d’'eau d une fontaine publique est
obtenu gréce a une pompe immergée. Le
débit d'eau est de 20 L.s7! et la hauteur du
jet de 10 m.

a) Déterminer lal vitesse du jet a sa sortieen C.
b) Quelle doit étre la puissance de la pompe
s son rendement est de 0,85 ?

Rép Fig. 33
Vil=14 ms1,2 308 w.

e L o S P s

Une torpille se déplace @ 25 m.s’!] 8 m
sous la surface de I’océan (1 025 kg.m™).
En A, I'eau et la torpille sont a la méme
vitesse. En C, point latéral, la pression est
de 0,7 bar. )
Déterminer la pression d'arrét P| et la vitesd , !

se relative en C entre I'eau et la torpille. Fig, 34

De I'essence a 20 °C (680 kg.m™3)| est pompée au moyen d une canalisation de
150 mm de diamétre et de 8 km de longueur. Le débit est de 180 m®.h!] La pompe
agit a I'entrée et fournit une pression de 30 bars. La sortie est a la pression atmo-
sphérique (P,,] = 1,013 bar) 180 m plus haut.

Déterminer les pertes réguliéres dans la conduite et le frottement f entre fluide et
canalisation.

Réponse

P =255 m; f| = 0,012.
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3A. Dynamique des fluides

Une petite instdlation de pompage est
utiliste pour aimenter le réservoir d'une
habitation. L’installation se compose d'une
pompe (rendement 0,9), de 60 m de tuyaux
en PVC de 40 mm de diamétre, de deux
coudes a 45" et de deux coudes a 90".

S le débit est de 3 L.s™!,_déterminer la puis-
sance de la pompe.

a) En négligeant les pertes de charge.

b) En tenant compte des pertes. Fig. 35

| La canalisation proposée transporte du
pétrole. Elle se compose d'une conduite de

diamétre d; = 30 cm, R; = 0,005 cm pour
la rugosité, longueur 150 m et d'une
conduite de diamétre d, = 15 cm, rugosité
R, = 0,004 cm, longueur 90 m. Le débit

est de 0,06 m3.sl. Calculer la différence de
pression P; -~ P, en tenant compte des
pertes de charge. p = 870 kg.m3;

it =1,375.103 NS.m™

Fig 36

Réponse
AP piores = 53 920 Pa; Ap o = 12 710 Pa 5 Py— P, = 58 500 Pa.

Q L’installation proposée fait partie d’'un '

: : D Vp=35ms™
parc dattractions. La pompe aspire I'eau  §
depuis une piscine et la refoule en D, haut E,12d§m tobogan c
d'un toboggan, a la vitesse de 3,5 m.st!. K| piscine 1
Les pertes de charge sont évaluées a Y
30 J.kg! entre A et B, a25 J.kg™! entre C < Ey v )
et D. Cdculer la puissance de la pompe - O B A L~
nécessaire & I'installation s son rendement  Pompe @ dy=15cm
est égal a 0’9- Fig. 37
d e shema proposé représente I'im-
plantation hydrauliqgue d'un véin smple [ canalisation = 8 mm F
effet vertica (force développée = 3 000 {phuile=870 kg.m-3
daN, vitesse de sortie de latige = 1 cm.s™). distributeur foe

a) Déterminer |a vitesse V; du fluide en E,
dans la candisation & I'entrée du vérin, et la
pression p..correspondante.

b) Les pertes de charge éant négligées,
_quelle_doit étre la puissance de la pompe s
son rendement est égal a 0,9 ?

c) Cas ol p, = px = 2 bars = (pertes di Fig. 38
tributeur).

réservoir

Réponse

pe =17 bars ; V; = 3,5 m.s? ;340 W ; 380 W.
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Déterminer |'action exercée par le fluide

d Deux candisations de diamétres diffé-
rents (500 mm et 250 mm) sont reliées y
par un convergent. Le fluide véhiculé est T
du pétrole (890 kg.m), débit 1 m3.s7L.

& 500

l 3
S &
Q

-

sur le cbne si la pression d'entrée (en S)

est de 3 bars et si les pertes de charge sont
négligées. (X, y) est un plan horizontal.

Réponse

_ |horizontale

.

R, =-39000N;RV=O;RZ= ny.
Fig. 39

Déterminer |I'action du fluide sur le coude.

d Reprendre, I’exercice 17 avec de I’eau
(1 000 kg.m™3) ; un coude convergent
horizontal & 180" ; p, = 5 bars et p, = 3
bars ; des diameétres de 600 mm et
300 mm.

Fig. 40

Déterminer la résultante des actions exer-

de deux coudes a 45" relie deux candisa
tions de diamétre d = 400 mm distantes
deh=1m.

Le débit deau est Q, = 1 m3.s!;

p, = 5 bars, p, = 4,8 bars,

p= 1000 kg.m.

Un raccord bridé horizontal composé yT

cées par le fluide sur les raccords bridés _
(S, et S) ains que le couple C supporté. ~ Fio- 4

& un rourniquet d'arrosage pour pelou-
se a deux bras AB et AC tourne a la vites-
se constante ¢p dans un plan horizontal
(x, y), autour de I'axe (A, z). Le mouve-
ment d entrainement est fourni par un

débit d'eau Q arrivant en S; et sortant en vy (plan horizontal)
S, (B) et S, (C) ala vitesse absolue V,
(drede sortieS=§,=S')). Fig. 42

a) Déterminer |a vitesse absolue V, en fonction de Q et .
b) Etablir la relation liant le couple résistant M, avec o et les conditions d’ écoulement.

Réponse

-Q _ur.
Ve=g5-@k;

- Q _
M,,.pQR(ﬁ wR).




CENTRE DE GRAVITE
CENTRE DE MASSE
BARYCENTRE

OBJECTIFS

B Déinr les notions de centre de gravit6, centre de mase e de
barycentre.

B Trater le cas des solides composss.

# Donner un formulaire général.

[- Centredegravite oucentredemasse

1. Définitions

Centre de masse : il es lié a la notion de masse m et représente le point central “Je
I’ensemble de toutes les masses constituant un objet ou un systéme matérid et est
confondu avec le centre de gravité G. _
Centre de gravité : il est le point d'application du poids ou du vecteur-poids P d'un
objet. Cette propriété est vérifiée quelle que soit la position du systéme dans |’ espace.

Exemple

P}

Fig. 1

Remarque : centre de gravité et centre de masse font intervenir la masse volumique p
du matériau.

masse du solide en kg
masse volumique en kg.m™
volume du solide en m3
poids du solide en N

T<T® 3
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2. Détermination de la posiion du centre de gravité G

Point matériel masse Amou dm

solide
masse m

Fig. 2

M est un point matériel de masse Am ou dm appartenant au solide (ou systéme maté-
riel) de masse m. L’ensemble du solide est constitué de n points matériels M;, M,, . . .,
M, de masse Am,, Am,, ..., Am, telsque:

Am,+Am,+...+Amn=ZAm=Jdm=m

La position 66du centre de gravité est définie par la relation :

— — — — — —
m OG = Am, OM, + Am, OM, + . . . + Am, OM, = £ OM Am = | OM dm

— —
En remarquant que OM = x P+ y j_)+ zket OG = Xg T+ Y, 7+ zZg K, en projetant la rela
tion précédente sur les axes X, y, z, on obtient :

_Amx; +Ampxy + ... + AMX, T xAm _ f xdm

T AmM +Amy+ ... +Am, - S LU
Vo = Amyy, + Amzy2 ct Am,,y,, X yAm f ydm
=" Am, +Am, + ...+ Am, m m
_Amz + Amyzy +... +Amz, ¥ 2Am _ j zdm
ST Amy+Amy+ . +Am, - M -

(I
3. Proprietes
Si un solide posséde un plan, un axe ou un centre de symétrie, son centre de gravité est

situé respectivement dans le plan de symétrie, sur I'axe de symétrie ou au centre de
symétrie.

Il - Barycentre

Le barycentre représente le centre géométrique d’un objet (volume, surface, ligne) et ne
fait pas intervenir la notion de masse volumique ; il ne tient compte que de la géomé-
trie. Si la masse volumique d'un objet est la méme en tout point, autrement dit si I’ objet
est homogene, le barycentre est confondu avec le centre de gravité. Si le matériau n'est
pas homogene, barycentre et centre de gravité sont deux points différents.




Alnexe 1= LAlllle ac glavile, Lelllde Ul lidsst ©l Udl yLeliilc

11 - Centre de gravité (ou barycentre)
des solides composes

Les solides peuvent étre décomposés en
ééments de forme géométrique simple
dont les centres de gravité sont connus.
Dans le cas de la figure 3 :

m=m;+ my+ my

M. Xg = My Xg; T My Xgg T M3y Xgs

ol

Fig. 3

O?;=m1©81+m2(f2+... + mn5§n_2m(ﬁi
m; +m, + ... +m, m

Les éguations de projection sont analogues a celles du paragraphe I-2.

_ XM Xg; Y = I m;ys, 2. = Zmzg,
- m - m

XG m G

SN g i 7
avec OG, =xg . i + Vg . j+ 2g - k.

Remarque : le centre de gravité d'un solide composé de deux autres solides de centres

de gravité G, et G, est situé sur la droite G,G,.

Exemple

Dé&aminons le care de gaité dun sdide compoe dun gflinde en duminum (0 40 ; s
seur 12 mm ; 2 700 kg.m3) collé a une tige en cuivre (0 10 ; longueur 200 mm; 9 000 kg.m).

i

aluminium

cuivre

i
@ 40 X / . 100 mm
épaisseur 12 mm

Fig. 4
m;= pVi= 2,7 x(1,2 xn x 22) = 40,72 g (avec p, = 2,7 g.cm™)
m, = p,V,= 9 x (10 x ® x 0,5%) = 70,69 g (avec p, = 9 g.cm™)

Mgy + MXgs 40,72x0+70,69%70
X6= —Hirm 1077+ 7060 24 41mm

X est axe de symétrie, G est situé sur cet axe et y, = 0.

Remarque : dans le cas ou les deux cylindres sont du méme matériau, p,

2 2
R xgp(12Xmx2)x0+(10x7x0,5)x70 _—
G Vi+ ¥ 15,08+ 7,85

=p et
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A

, Centre de gravité, centre de masse, barycentre

rectangle parallélogramme cercle
y } b S=bh y S=bh S=nR?
h G
N
£3
N X
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4R _ _ circulaire
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|
|
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MOMENTS
QUADRATIQUES

OBJECTIFS

B Dé&inir les notions de moments quadratiques par rapport & un
axe et par rapport a un point et de rayon de gyration.

B ndiquer le cas des sufaces compostes e les formules liéss aux
changements d’axes.

®  Dome un formulare généd e les tableaux de dimensons des
poutres usudles (1, U).

I - Moment quadratique d'une surface
par rapport a un axe

1.Définitions

Les moments quadratiques de I'éément de Vi
surface AS par rapport aux axes X et y
sont :

Al =y? . AS
Al = x% . AS

Y.

0
Les moments quadratiques ou d'inertie de Fig.1
la surface S compléte sont :

Ix=%‘,y2AS=jy2ds
I =Y x*AS = [ x*dS

unités : mm*, cm?, ...

2.Rayon degyration

Il et défini comme la racine carrée du moment dinertie divisée par I'aire S de la

surface.
rx=«/I§" ou L=Sr ' ry=«/% ou L=Sr
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Il - Moment quadratique d’une surface
par rapport a un point

Le moment quadratique de I'éément de
surface AS par rapport au point A, encore
appelé moment polaire (pble A) et :

Al =r? . AS

o J

P=x+ )

Le moment quadratique de la surface com- Fig- 2
pléte est égdl A

L=Yr AS= er.ds
S

Unités: mm*, cm?, . . .

Remarque : d gprés le théoreme de Pythagore, r2 = x2 + y2 (AS est trés petit) ; il en
résulte que :

L=L+1,

Le moment d'inertie par rapport au pdle A et égd a la somme des moments d'inertie
par rapport aux axes X et y.

11 - Moment quadratique
des surfaces composees

Le moment quadratique d' une surface S, composée de plusieurs surfaces S, S, . . ., S,,
est égd ala somme arithmétique des moments quadratiques des n surfaces.

5

Ix(s) = Ix(Sl) + Ix(SZ)+ et Ix(Sn)
L(S) = 1(S) + L[S+ . .. + L(S)
14S) = I{S) + LS+ . + L,{S))

Fig. 3



Annexe Z « Moments quadratiques

IV - Formule de changement d’axe,
formuledeHuygens

Xg €ty, passent par le centre de gravité G ou barycentre de la surface. x est paraléele a
Xg € yay, ;dx et dy sont les distances entre les axes et S I'aire de la surface.

Remarque : d?=d? + d, v Ve

I =Ixg+Sd?
I, = Iy, + Sd?
L, =Ixgys+ Sd.d,

\V =« Produits d’Inertie
1, Deéfinitions

Le produit d'inertie de I'élément de p

surface AS par rapport aux axes X 4

et y est défini par : - X

Alxy = xyAS
Pour la surface S compléte :
0 »-

Ixy = % XYAS = j xpdS x
unités : mm*, cm?, m* Fig. 5

Remarque : un produit d'inertie peut étre positif ou négatif. Il est nul lorsque I'un des
axes est axe de symétrie.

2. Formules derotationd axe

Axes principaux d’inertie : ce sont les axes passant par le barycentre de la surface

et pour lesquels les moments quadratiques sont maximum et minimum ([ . avec L oing

ou inversement). Si 8 est I'angle repérant la position des axes principaux ; cas général :

YA
K=& ;Iy + (Ix 5 W cos 29) +Ixy sin 26 4 o -
Iy,=1x;-Iy_(Ix£Iy cos 29)—Ixysin26 - NS
Ixy = (Ix 5 I gin 29) + Ixy cos 20 B !
9 -
La technique du cercle de Mohr est utilisable. Fig. 6
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FQRMULA!RE Moments quadratiques

S==nR’
nR* nd’

b=l=—7—= %
,_5nA' Smd’
A

n R nd
/G= ——2 = —-32 = ly+ Iz
S=rn(R?-r?
ly=lz=%(R4—r“)
- & (0 -4
IG=-§—(R4—I'4)

cas ol e est faible

formules approchées

S=2nme=n6dy
l=h=nerd=Teds

8
l=2merd= %ed,,?
1/2 cercle

_nR?

S= 5 4

R

=g
f,= 01098 R*

4

= g

h(2a+ b)
%= 3+ ) .
S:
/ n3(a2+ 4ab+ b2) i
=% (a+ b) b= =%
h®(3a+ b) l,= 005488 R*
ellipse cos = a/R cercle + trou de percage
7
, S=mnab A . & Db =+vR?-2a?% @ en radian
- 4 AV 27K R .
= | nbad ? . . B= /_":'_4[(;(;g_a_ﬁll__.—zabC
T y 6 R* R
- d nab( 2 2) L+l a | a R* ab 2 ab®
lg=—g—1a"+ b%)=k+l ‘ b= met p
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Annexe 4 = Moments

quaclratiques

. . Section .
Moments Dimensions masse Moments  quadratiques
quadratiques =
. [=]
des profilés s T z
usuels T E £ ElT 1 = & £ S E
1
E £E E E|E E|] E = E » &
& 9@ «© ol|lwn 2 N R
40 | 4 20 50 55| 366 287 76 381 112 084 1333
UPN
60 | 60 30 60 60 | 646 507 316 106 451 216 2087
v 80 | 80 45 60 80 | 110 864 106 25 194 636 305
f 100 | 100 50 60 85 | 135 106 206 M2 293 849 3451
- 120 | 120 55 70 90 | 170 134 364 607 432 111 389
Vy=hi2 |
- = ] 140 | 140 60 70 100 | 204 160 605 864 627 148 4236
N ala Al 180 | 160 6 75 105 | 240 188 925 1160 853 183 4661
> 6 . eQ 180 | 180 70 80 110 | 280 220 1350 1500 1140 224 50,89
7 _ Y A j'_ ¥ 200 | 200 75 85 15 | 322 253 1910 1910 1480 27,0 5481
i 20 | 220 80 90 125 | 374 294 2690 2450 1970 336 5863
o 240 | 240 85 95 130 | 423 332 3600 3000 2480 396 6262
» h ‘ 260 | 260 90 100 140 | 483 379 4820 3710 3170 477 6645
- 260 | 280 95 100 150 | 533 418 6276 4500 3900 572 6818
300 | 300 100 100 160 | 588 462 8030 5350 4950 678 7301
80| 8 45 50 80 (107 838 107 %8 213 738 2886
100 [ 100 50 55 85 |134 105 209 419 328 995 329
130 | 130 55 60 95 |[175 137 459 707 513 138 3717
150 | 150 65 7.0 1025|228 1798 797 1060 933 210 4442
e 175 | 175 70 75 1075(270 212 1272 1450 1264 259 4880
- - < A 200 | 200 75 8o 115 |320 251 1946 1950 1697 321 5286
_ G - f | 220 [ 220 s 80 125 [33 285 2710 2470 2223 398 5585
¢ / y| 250 | 250 85 90 135 438 344 4136 3310 2967 49,1 6042
h A 270 | 270 95 90 145 501 394 5675 4200 4363 654 ° 6671
< »- 300 | 30 100 95 160 |586 460 8170 5450 5621 798 7043
& &
£
e g < s
5 =~ g =
S = =
- - NES NN
go | 8 46 38 52| 764 60 80,1 20,0 849 3,69
100 | 100 5 41 57 | 103 81 171 342 159 579
120 | 120 64 44 63 | 132 104 318 530 7,7 8,65
140 | 140 73 4.7 69 | 164 129 541 773 49 123
160 | 160 82 5.0 7.4 | 201 158 868 109 683 167
180 | 180 91 5.3 8.0 | 233 188 1317 146 101,0 22
b 200 | 200 100 56 85 | 285 224 1943 194 142,0 285
220 | 220 110 53 97 | 334 262 2772 252 205.0 375
240 | 240 120 62 9.8 | 391 307 3892 324 284,0 473
= 270 | 270 135 66 102 | 459 369 5790 429 4200 622
300 | 300 150 71 107 | 538 422 8356 557 604,0 80,5
2 330 | 330 160 75 115 | 626 191 | 11770 73 788,0 985
l v 30 | 30 170 80 127 | 727 571 | 16270 904 10430 1230
: 400 | 400 180 86 135 | 845 663 | 23130 1160 13180 1460
450 | 450 190 94 146 | 988 776 | 33740 1500 16760 1760
> V,=h/2 500 | 500 200 102 160 |1160 907 | 48200 1930 21420 2140
B Vy=b72 550 | 550 210 111 17,2 | 1340 1060 | 67120 2440 26670 2540
- - 600 | 600 220 120 190 |1560 1220 | 92080 3070 33670 3080
14n | 142 72 53 7.8 | 183 144 611 86 48.7 135
IPER 160 | 162 81 56 85 | 26 177 988 122 756 187
180 | 183 89 64 95 | 280 220 1564 170 112, 252
y * v 200 | 204 98 65 105 | 339 266 | 2363 232 166 338
| i poy 7y 20 | 225 108 67 118 | 402 2316 3474 309 249. 460
' "“'JT{ 20 | 245 118 75 123 | 475 373 4823 394 339 574
’ Ny 270 | 276 183 7.7 13,1 | 559 439 7312 530 516 776
gl 30 | 306 147 85 137 | 659 517 | 1049 686 728, 99,1
Fa —- = 33 | 33 158 92 145 | 768 603 | 14688 874 958, 121,0
a_| 30 | 36 168 99 160 | 896 703 | 20288 1109 1270 151,0
{ 400 | 407 178 106 170 1040 815 | 28862 1418 1606 1800
' ¥ 450 | 458 188 113 186 |1210 952 | 42395 1851 2069, 2200
Y Vom hio 500 | 508 198 126 20,0 | 1420 1110 | 58932 2360 2600 263.0
I =
B VZ b/2 550 | 560 210 140 222 [1700 1377 | 86579 3002 3447 3280
- > Y- 600 | 608 218 140 230 |1850 1444 | 110307 3628 3992, 366,0
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Moments dinetie madrice dinetie

2
Jo="5- m= massedu cylinc
Cylindre mr?  mf volume
p|yein d=d="7+71y T=rrT
2 2
Jy=dn=T4+ mlg\
Cylindre
creux
lige ‘
ileine
iphére
_3mr?
= 10
‘Bne _7_3m?  3mh’ nrth
lein 1 d=d=255+ V="3
2 2
dp=dy = 32r16r + nllh—
_mf2 2
wallélé- Jx=19 (a +b )
pede m 2, 2 2 mbP
ctangle Jy=ﬁ(b +|) Jy1=”1“_é+%
Jr=1% (az + 12) V=abl
X ]
«
re 1A {Jx - (4R2 R 3r2)
- 14 x
“ ]
)
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MOMENT SD’INERTIE-
MATRICE D'INERTIE

OBJECTIFS
m  D€inir les notions de moment d'inertie, de rayon de gyration.
B Donner les formules de changement d'axe.

B Donner un formulaire généd.
B Donner les propriétés et les formes particulieres des matrices

dinertie.

1 - Moment d'inertie d’un solide
par rapport a un axe

1. Moment d'inertie d'un point matériel

ou d’une masse élémentaire —
Le moment d'inertie AJ,, par rapport a A_
I’axe u, du point matériel M de masse /

Am ou dm, situé a la distance constante 7 /

r del’axe u, est égal a:

Ad, =r? Am = r? dm unités : kg.m? y ,

Fig. 1
2. Moment d'inertie d'un solide de masse i par rapport a un axe

Le moment d'inertie J,, par rapport a
I’axe u, d'un solide de masse m, est égal
a la somme des moments d'inertie (par
rapport au méme axe) de I’ensemble

des points matériels My, M, . . ., M, z :
constituant le solide.
J,=r2Am; +r2 Am, + ... + 1,2 Am,

y

J.= & r2Am = [ r2 dm

solide
masse m
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3. Rayon de gyration r,

S J, est le moment d'inertie, par rapport a I'axe u, d'un solide de masse m, le rayon
de gyration r, est défini par :

= ./ d - 2
"= Nm ou J=mr

Remarque : tout se passe comme s la masse m du solide était concentrée en un
point situé a la distance r, de I’axe u.

4, Changement d'axe

Les axes u et ug sont paralléles et distants
de d. La reation indiquée générdise la for- u
mule de Huygens.

Ug

J, =dJq+ md?

Si on fait intervenir les rayons de gyration
respectifs : o

2 _ 2 2
rl=rg+d

‘ig. 3

5. Moment d'inertie des solides composés

Le moment d'inertie d'un solide composé et éga a la somme arithmétique des
moments d'inertie de chacun des solides congtitutifs par rapport au méme axe (méme
démarche que pour les moments quadratiques).

|1 - Produits d'inertie Jxy, dxz, Jyz

Lorsque les solides sont en rotation dans I’ espace a trois dimensions, les produits d’iner-

tie apparaissent lors des calculs dynamiques. |lls servent également a la définition de la
matrice d'inertie d’un solide (voir chapitre « cinétique dans I’ espace »).

Jyy=d, =l xydm Y X _
sz = sz = sz dm B dx I Y
Jyz=Jzy=fyzdm ~ =
Huygens :
J, = Ixg¥g + m dx dy
J,, = Jyezg + m dy dz
J, = Jxgzg + m dx dz Y v

Fig. 4




111- Matrice ou tenseur d'inertie

1. Définition

Annexe 3 - Moments d'inertie, matrice d'inertie

La notion de matrice ou tenseur d'inertie a éé introduite dans le chapitre « cinétique

dans |’ espace ». Elle est définie par :

Jxx _ny _sz
[JA]xyz = ‘J"V JVV _JVZ
_-sz _Jyz Jzz

2. Formules utiles

Moment d'inertie par rapport au point A :

da=1/2J, +Jd,+J,)

Jn o= 0 U,lul

X

solide

Fig. 5

3. Cas particuliers liés aux symétries du solide

Moment d'inertie du solide par rapport a un axe u quelcongque passant par A :

Particularit Exemple Propriétés Forme de la matrice
du solide d'inertieen A [J, 1,
Plan bg=0 Jo =y 0
de symétrie o= 0 .y J 0
yz
4 %9 00 4
Plan dy =0 o 0 —dg
de symétrie dp =0 I 0
vz
(A’ % Z) - sz, 0 iy
Plan ny =0 Ju 0 0
Je symétrie Jg=0 0 -,
(A 12 0 _jyyy i
Z Z
Fig. 6
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articularité Exemple Propriétés Forme de la matrice
du solide d'inertie en A [ J, |
Az
Axe ny =0 iy 0 0
le symétrie g = 0 0 Jy 0
(A 2) Jg=0 0 0 U4
Axe L J 0 0
de e = 0 J 0
révolution dg =0 0 0 J
(A2 o=y =J
Jg = do+ dy
Solide plat p= 'Zass_e J"O_'”Q“q”e Jo —dy O
* sans L —dy dy 0
paisseur ) Jo =g Iy 00 4
plan (x, ¥) dy=R &
| = moment quadratique
Fig. 6 (sit)
4, Théoreme deHuygens généralisé
Les reperes (G, xg, Y., Zo) €t Alx,y, z) sont
liés au solide. %

Les axes de repéres sont paraléles entre

eux :

AG=X;i+ YG]_')+ ZGﬁ

z

Fig. 7
La matrice d'inertie en A est obtenue par :
m(Y24ZY -mXYe  -mXoZ
[ =[] +| -mXe¥s m(x2+2Y) -mY¥iZg
-mXZs -mY¥Zs  m(¥+x)
Remarque

Les moments d'inertie suivant la diagonale sont minimaux au centre de gravité G.

. 476




Unités de base du systtme in

girnational

{unités SI)

P1”/ixes pour mutiples et sous multiples
Nom Unité Symbole| Nom symbole Facteur
Longueur métre m éxa E 1000 000 000 000 000 000 = 1018
Angle plan radian rad peta 1 1 000 000 000 000 000 = 1015
Angle solide stéradian st tera e 1 000 000 000 000 = 1012
Masse kilogramme kg 014 ! [ 00O 00O 000 = 10°
Temps seconde s ek 1 000000 = 106
ps L A kilo k 1000 =108
Intensité de courant électrique ampere A hecto h 100 = 102
Température thermodynamique | degré Kelin * K déca da 10=10'
Quantité de matire mole mol 1=100
Intensité lumineuse candela L cd déci d 01=101
* 1 degré celsius (‘C) = 1 Kehin (K) gfiﬂin ?n 006311 flgz
La température CeIS|u§ (t,) estlice a la tgmpgrature micro U 0000001 = 10
thermodynamique Kelvin (T') par la relation : nano n 0000 000 001 = 10
T=1,1273,15 (exemple : 0 °C = 27315 K) icd p 0,000 000 000 001 = 10-12
Conversion entre échelle Celsius (2,) et échelle ?emto f 0,000 000 000 000 001 = 1 0-15
anglo-saxonne Farenheit (f): ¢, = (% - 32)/1,8 atto a 0.000 000 000 000 000 001 = 10-18

Unités dérivées pour les grandeurs les plus usuelles

Unités Multiples et sous-multiples Unités  usuelles hors  systéme
Grandeur | Symb. [~ Nom et 1 Valeur ayant un nom particulier et unites anglo-saxonnes
symbole  |en unités
y de base Nom |Symb.|Valeur SI Nom Symb/ Valeur SI
-ongueur L, {.. métre m angstrom A 10-0m pouce (inch) in 1254 mm
micrometre pied (foot) ft 304,8 mm
ou micron |ym  |[106m yard yd [0,9144m
Aire ou S, A.|métre carré [ m2 hectare ha 10000 m2 | pouce caré
superficie are a 100 m2 (square inch) in2 16,4516 cm?
Jolume v métre cube|m3 litre L 1oima gallon (UK) 4,546 L
stere st 1md tonneau (navire) 1,13267 m3
Angle plan a, B..|radian rad tour tr 2n rad degré dangle | ®  |x/180 rad
minute d'angle 1/60 °
seconde dangle| " [1/60
Viasse m kilogramme |kg tonne it 1000 kg carat métrique 029
quintal 9| 100 kg pound (livre) |lIb  [0,4536 kg
ounce (once) oz (28349 g
“orce F newton (N) | kg.m.s=2 |décanewton [daN |10 N Pound-force | b f|0,4448 daN
kilogramme-force |kgf (981 daN
Woment d’'unel M newton metre| N.m Pound-force foot [Ibf.ft 1,356 Nm
orce et couple
ression et | p pascal (Pa) |N.m=2 [bar bar  |10%Pa Pound-force par
sontraintes atmosphére ptm {1013 mbar jnch caré psi - |6894,754 Pa
“nergie-travail [E, W joule (J) N.m  |wattheure Wh  [3600 J calorie cal  |4,1855)
st quantité de électron volt ¢V 1,59.107% thermie th  |10%cal
shaleur frigorie fg  [-lkecal
2uissance P watt (W) Js'  |kilowatt ~ kw  [1000 w cheval (vapeur) [cv  [736 W
horsepower hp (746 W
litesse v metre ms~!  |kilométre mile nautique 1,852 km
par  seconde par heure  [km.h-1(1/3,6 m.s~*| nceud 1,852 km/h
[itesse o radian rad.s-1 tQur par tour par
ingulaire par  seconde seconde  frs' 2 x rad.s! [minute (N) tr/min{30 /n
Jiscosité v metre carré stoke St 1 0-4 mas-1
sinématique par seconde | mi.s!
[iscosité I pascal Pa.s~t  |poise p 0,1Pa.s
fynamique seconde
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Index

Accélération
absolue 129, 202
angulaire 152
complémentaire 181
de Coriolis 181, 203
de la pesanteur (g) 44
détermination  graphique
167, 183
normae 153
relative 129
tangentielle 153
vecteurs 127, 128
actions mécaniques
adistance 44
de contact 47
liaisons usuelles 47, 115
adhérence 77
aires 466
allongement
définitions 280
pour cent 283
relatif 281
angle
de frottement 78
de glissement 298
de rotation 151
d’Euler 195
unitaire de torsion 309
arc-boutement 8 1
Archimede 467
axe neutre 337, 368

Barycentre 464
base et roulante 165

Cables (frottement) 86
Centre
de gravité 463
de masse 463
de percussion 208
instantané de rotation 164
cercle de Mohr
contraintes 403
déformations 424
charge
concentrée 45, 326
critique d’Euler 387
répartie 45, 329
chocs (notions) 239
cisallement 207
coefficient de
concentration de
contraintes 284, 312, 339
dilatation thermique 286
frottement 78, 79

Poisson 281, 283
résistance au roulement 87
restitution 239
sécurité 273
striction 283
coins et cones 83
colinéaires (forces) 42
composantes d'une force 16
composition
des accélérations 180, 194
des mouvements 177
des vitesses 178, 194
concentrations de contraintes
284, 312, 339
conditions aux limites 350
cone de frottement 78
conservation
de I énergie 226
de la quatité de mouve
ment 238
contraction latérale 281
contrainte
admissible 273, 280
biaxiale 401,410
cisallement 27 1, 296
cisallement maximal 402
critique d’Euler 390
définition 27 1
dans une section inclinée
283
d origine thermique 286
normde 271, 279, 338,
378
plane 397
pratique 273, 280
principale 400
tangentielle 27 1, 296,
309,341
triaxiale 406
coordonnées
cartésiennes 8
d'uneforce 17
d un point 11
d'un vecteur 8
coplanaires (forces) 37
Coulomb (lois de) 80
couple
définition 23
torseur 110
vecteur 24
gyroscopique 263
courroies  (liens, cébles) 86
citres  de  limite  dastique
Coulomb 416
Mohr 416
Tresca 414
Von Mises 414
Culman (méthode de) 50

D’'Alembert 204
déformation
élastique 282

plastique 282

plane 421

principale 423
déformée

définition 349

formulaire 356

méthodes de calculs 350
degré de liberté 113, 192
densité 433
dérivée d'un vecteur

de base 189

dans différents repéres 191
diagrammes

effort tranchant 327

moment fléchissant 327
disques de friction 85
double produit vectorid 14
ductilité 284
dynamique 201, 251

Ecoulement des fluides
laminaire 447
permanent 445
turbulent 447
uniforme 445

effort intérieur ou de cohésion
définition, conventions 267
composantes 269
diagrammes 328, 378
torseurs des 269

effort tranchant 269, 296,

325

élasticité 397

énergie, traval 2 17

énergie potentielle 220

énergie cinétique
définitions 221, 256
théorémes 225, 257

envel oppes minces 409

équations
de Bernoulli 453
de mouvement 257
d équilibre 42
d’Euler 258, 259, 260
de transformations 399,
423

équilibrage statique 262

équilibrage dynamique 262

équiprojectivité 111, 160

de traction 282

Euler 195, 387, 392457

extérieures (forces) 38, 41, 42

Facteur de frottement 78

flambage plastique 391

flexion
cacul
339
charges concentrées 326
charges réparties 329
contraintes normales 338

contraintes tangentielles 341

des  congructions



diagrammes 327
déformée 349
déviée 369
effortsintérieurs 325
formulaire 356
hyperdatique 36 1
pure et ssimple 325
schématisations 323
flexion plus traction 377
flexion plus torsion 379
fluides
dynamique 445
pression dans les 46, 55,
436
statique 433
viscosités 434
force
notion de 15
composantes 16
concourantes 43, 48
coordonnées 17
coplanaires 37
de frottement 79
d’'inertie 204
extérieure 38, 41
intérieure 42
moments d'une 20, 23
polygone 49, 51
puissance 223
résultantes 29
travall 2 18
triangle 43, 48
vecteur 15
formulaire
centre de gravité 466
flexion déformée 356
matrice d'inertie 475
moments quadratiques 470
moments d'inertie 476
profilés 47 1
torsion 315
formule de la sécante 395
formule de Mohr Cacquot 380
frottement 77

Glissement 150
gyration 466, 474
gyroscopes 263

Huygens 469, 473, 474, 475
hypotheses
de la RDM 266
de Navier Bernoulli 266
Barré de Saint Venant 272

Impulsion 234
impulsion angulaire 236
inertie

force 204

moment 472
instebilité  dagtique 388
iolement d'un solide 41

Jauges de contraintes 427
Joule 218, 477

Liaison parfaite 114
Liens flexibles e céhles 86
lignes de courant 446
limite dlastique 280, 283
loi
conservation de I'énergie
226
de Hooke 282
de Hooke généralisée 407,
428
du frottement 80

Marge de sécurité 273
matrice d'inertie 255, 476
métacentre 439
méthode
de Crémona 71
de Culman 50
de Duteil 392
de lamembrane 3 17
de résolution graphique 47
d’Euler Rankine 392
des noauds 70
des sections 73
dite de la parabole 393
par intégration 349, 364
par superposition 362
module  d'éadticité
longitudinal 282, 283
transversal 299
Mohr 103, 121, 380
moment
cinétique 235, 253
de torsion 269, 325
d'inertie 472
d’une force 20, 23
fléchissant 269, 325
idéal de flexion 380
quadratique 467
résultant 26
vecteur 21
mouvement
absolu 129
gyroscopique 263
pendulaire 209
plan 130, 159
rectiligne accéléré 145
rectiligne uniforme 145
rdatif 129
rotation accéléré 152
rotation uniforme 152

Newton 38, 202,477
noeuds et barres 67
nombre de Reynolds 448

Palier lisse (frottement) 84
palier a butée 85

parallélogramme (régle) 6
Pascal (loi) 466
pasca (unité) 46, 477
paramétrages 135, 196
plan neutre 337, 371
pendules 209
perte de charge
réguliere 449
singuliére 450
pivotement  (vitesse de) 180
points coincidents 132
polygones (forces) 49, 51
poussée d’'Archiméde 438
poutre (notion de) 265
poutre non symeétrique 369
pression
de contact 46
dans un fluide 436
sur une paroi 440
.unités 477
principe
de d’' Alembert 204
des actions mutuelles 39
de superposition 354
de transmisshilité des
forces 38
principe fondamental de la
statique 38, 94, 112
dynamique 202, 205, 207,
210, 256
produit
d'inertie 469, 473
scalaire 11
vectoriel 12
puissance
notion de 217, 223
d'une force 223
d’un couple 224
d’un torseur 224

Quantité de mouvement
définition 233, 252
théoreme de 234

Rayon de gyration 468, 473
référentiel 127
regle des trois doigts 22
repére de référence 127
rendement (notion de) 224
repérage des mouvements
135, 195
repére
aolu ou gdiléen 129,
202
de référence 106
relatif 129
résistance
alarupture 283
au roulement 87
pratique 273, 280
résultante
définition 29
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de forces concourantes 30

deforces paralléles 32

cas général (plan) 32
roulement (vitesse de) 180

Scalaire 5
dare  (produit) 11
solide de référence 103
sollicitations  smples 269
sollicitations composées 269,
377
statique
cas de deux forces 42
cas de trois forces concou-
rantes 43, 48
cs de quare forces e plus
49
dans I’ espace 93, 105
desfluides 433
dynamique et funiculaire
51
ensembles de solides 42
équations d'équilibre 42
isolement d'un  solide 41
méthode de résol ution 39,
113
méthodes graphiques 47
par les torseurs 105
principe fondamental 38,
95,112
systémes
amasse conservative 251
dynamiquement équivalents
211
force-couple 33
hyperstatiques 53, 287,
361
statiquement équivalents
105
triangulés 67
vis-écrou (frottement) 85

Temps relatif et absolu 203
tenseur d’inertie 255, 476
théoréme
d’Archiméde 467
de conservation de I'éner-
gie 226
de I’ énergie cinétique 225,
257
de Pascal 436
des travaux virtuds 227
d’Euler (fluides) 457
de Varignon 21
du moment cinétique 235,
254
quantité de mouvement
234, 254
théorie des mécanismes 196
torseur d'action
couple 110
définition 107
des liasons usuelles 115
écritures possibles 108
glisseur 110
opérations sur les 109
propriétés 111
torseur cinématique
définition 191
des liaisons usuelles 192
torseur cinétique 254
torsion
angle unitaire 308
calculs des constructions
311
contraintes 309
définition 307
effortsintérieurs 309
formules 310, 311
poutres non circulaires 315
torson plus cisallement 381
traction plus cisaillement 295
trajectoires 132

trandations

141

travail
notion de 217
d’une force 218
dun couple 2 19
virtuel 227

treilllis67

tubes de courant 446

rectilignes 130,

Unités (systemes) 477

V ecteur
accélération 134, 153,
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Ce livre est destiné a tous les etudiants

qui poursuivent des études en Sciences

et technologies industrielles (STI) : BTS, IUT, DEUG,
classes préparatoires, formation continue,

v compris les débutants. Il sert aussi de référence

a tous ceux qui sont en activité professionnelle.

La mécanique et ses principes fondamentaux
sont développés en tant que science industrielle.
L’ouvrage, concu comme un guide de référence,
rassemble I'essentiel des connaissances nécessaires
aux applications usuelles de la mécanique.

Le cours proposé se divise en six parties : statique,
cinematique, dynamique ou cinétique, resistance
des matériaux, élasticité et mécanique des fluides.

A l'intérieur des parties, chaque chapitre propose
des éléments de cours, des exercices résolus

et des exercices a resoudre, dont pres de la moitié
avec réponses, qui sont destinés au travail personnel.

Les nombreux exercices proposés offrent une grande
variete de choix aux utilisateurs : exécution manuelle
ou informatique, solution graphique ou calculée,
modeélisations diverses, vecteurs, torseurs ...

Les méthodes proposées et les swpﬁf&nons
parfois adoptées, ne sauraient ren;place& &
en usage professiongel, les documents officiels
et les procédures normalisées. .
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